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AV VERTIMEIVTO 

G^aanìoc^Q cP£^oa'^!3« 
-«o»o»- 


Esaiirita r edizione itdlikna degli applauditi elementi 
di Calcolo Differenziale e di Calcolo Integrale del sig. 
Lacroix , i quali servivano di testo alle nostre lezioni 
nello Studio Privato , ci venne per avventura tra le 
mani il sunto delle lezioni di Analisi dettate da 
Navier nella scuola Politecnica di Parigi. Una ra- 
pida lettura di queste lezioni ci fece pensare , di 
accordo col sig. professore de Angelis nostro collega 
nel detto Studio, che le medesime tradotte liberamen- 
te , ed annotate dove paresse utile , potevano rimpiaz- 
zare con vantaggio gli elementi del sig. Lacroix , sia 
perchè in questi alcune teorie mancano affatto o sono 
toccale leggermente, laddove nelle lezioni del Navier 
hanno un più ampio sviluppo ; sia per la forma in 
che molte dottrine comuni alle due opere, son pre- 
sentate nella seconda di esse. E siccome importava 
far conoscere il metodo infinitesimale propriamente 
detto , per essere tuttora quasi il solo adoperato nelle 
scienze fisiche ; opinammo che se ne sarebbero dichia- 
rali i principi , e fatte alcune applicazioni, in tante 
note da apporsi ai luoghi opportuni. 

Questo libro pertanto dovea essere il sunto delle 
lezioni del Navier : con questo divisamento ne fu in- 
trapresa la stampa , e fu tale a un di presso fino al 
N.” 4^- Ma poscia, il bisogno di metterlo alla portata 
di una classe mollo numerosa ci ohligò di scostarci 
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tanto da Naner,' dhe l’ordine solo delle materie ( e ciò 
neppur sempre ) può dirsi Io stesso nel nostro e nel 
libro del cbiarissimo geometra francese. 

In sostanza dunque , vuoisi riguardare questo libro 
come un lavoro eseguito sulle lezioni del Navier , 
avendo sott’ occhio altri libri eccellenti , e facendo il 
,.*ieglio che per noi si poteva nella circostanza di do- 
ver scrivere e mettere a stampa tra moltiplici cure, 
cd occupazioni scientifiche. 

5^tatice;)co SPaofo Succi. 
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PARTE PRIMA. 


\ 

ARTICOLO I. 

Delle funzioni in generale , delle funzioni derivate, 
e dei differenziali. 


1. L analisi algebrica esamina le relazioni che esisfono 
tra le quanlilà cognite c le quantità incognite di una medesima 
quistionc , e che sono espresse per via di equazioni. II suo 
principale oggetto è di trovare i valori determinati delle in- 
cognite , Capaci (Il soddisfare le date equazioni. Ciascuna 
incognita ammette , in generale , un sol valore quando l’ equa- 
zioni sono di primo grado ; ed ammette più valori differenti 
quando l’ equazioni sono di grado superiore al primo : ma 
questi valori son sempre quantità determinate , reali o im- 
maginarie. 

L’analisi differenziale ed integrale, c tutte le parti delle 
matematiche da essa dipendenti, considerano le relazioni che 
esistono tra le quantità costanti ( ossia quelle che hanno un 
valor fisso ) , e le quantità variabili che possono prendere 
infiniti valori diversi. Tali relazioni sono o si stimano espresse 
per via di equazioni ; ma il numero di queste equazioni si 
suppone sempre minore di quello delle qiiantità ehiamatc 
variabili , amàchù tali quantità possano effettivamente am- 
mettere infiniti valori diversi, c condizionati soltanto a sod- 
disfare r equazioni. 

2. Supponghiamo che la quistionc di cui si vuol trattare 
comporti n equazioni , ed un numero m di variàbili , mag< 
giore di n. Siccome n equazioni non possono determinare 
se non n incognite , resteranno arbitrari i valori di tn-^n 
variabili. Ma quante volte questi valori si sieno fìssati a pia- 
cere , quelli delle rimanenti n variabili saranno coinpiiifa- 
mente determinati. Ora ciò si esprime dicendo che (|ueste 
ultime variabili sodo funzioni delle primo. Si distingucranao 

X 
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dunque in ogni quistiono : i.” le variabili indijvmdenti 
ni le quali si possono allribuire valori qualunque ; 2,“ le va- 
riabili che luinno valori dclerminati quando si sono fìssali 
quelli delle prime , e che son funzioni di queste. La scelta 
ilclle variabili indipendenti è arbitraria; ma fatfa una volta, 
le forme del calcolo esigono che non sia cambiata nel corso 
delle operazioni ; 0, per lo mono, questo cambiamento esige 
precauzioni , e trasformazioni particolari , che saranno di- 
chiarate a suo luogo. 

Per fissare le idee consideriamo due variabili x, 1/ {*) di- 
pendenti una dall’altra per mezzo di una sola equazione. Il 
valore di una di queste variabili , per esempio x , può essere 
stabilito ad arbitrio ; al medesimo jierò corrisponde sempre 
un valor determinato per y. Allora dunque x sarà la varia- 
bile indipendente , ed y sarà una funzione di x. 

Se si avessero tre variabili x ,y , z ligate fra loro con una 
sola equazione , si potrebbero considerare x cà y come in- 
dipendenti , c z sarebbe funzione di x ed y. Ma se tra ar , y , 2 
esistessero duo equazioni , ima sola variabile , per esempio x 
sarebbe indipendente , e 1 ’ altre due y Q z sarebbero fun- 
zioni di X. 

Queste nozioni si estendono facilmente ai casi di un mag- 
gior numero di variabili e di equazioni. 

3 . Si esprime che una quantità y c funzione di un’altra 
quantità x , ossia che y prende un valore determinalo quando 
si attribuisce ad x un valore arbitrario , scrivendo 

y=f{x), o pure y=F{x), ec. 

Similmente , quando z è funzione di due variabili x , y, 
sì scrive 

o vero z = F{x,y), ec. 

e COSI di seguito. 


(*) Le quantità variabili soglionsi esprinnerc con le ultime lettere del- 

l’alfabeto, a?,y,s,r,w 9 ìP ì c costanti con le prime a, 6, 

c, m,n. Qu.iii poi siano le costanti e quali lo variabili, non si può 

desumere che dalla natura del soggetto o della quistione che si prende 
a trattare ; c ciò sarebbe un affare di semplice convenzione , quando 
si trattasse di una espressione analitica di forma determinata per rap- 
porto alle quantità letterali da cui dipende , senza previa conoscenza 
della natura di tali quantità. 


Digitized by Cooj^It 


( 3.) 

Dunque una espressione analitica, formata in un modo qua- 
lunque dalle variabili x ,y iZ e da quantità costanti, si de- 
noterà per F[x,y ,z), di tal che una qualsivoglia equa- 
zione tra le variabili x ,y ,z sarà espressa per 

F{x ,y ,z)=zo , 

e prenderà la forma z=f{x ,y) quando si supponga riso- 
luta per rapporto a z. 

4- Sia la relazione data 

y=/ (x) , 

e supposto che alla variabile x si diano successivamente tutti 
i possibili valori della sua specie da — oo sino a +<») con- 
sideriamo i valori corrisponiicntl della funzione y. La geo- 
metria somministra il .mezzo di rappresentare facilmente la 
successione di questi valori : perciocché si può prendere x per 
im’ ascissa contata da un punto Osso di un asse indefinito , 
ed y per la corrispondente ordinala ortogonale (*). I valori 
di y, corrispondenti a quelli di x nell’equazione y=f{x), 
apparterranno ad una linea MN (Gg. i), la cui Ggura in- 
dicherà il progresso dei valori di cui si tratta. È dunque ne- 
cessario di aver presente allo spìrito non il tale o tal altro 
valor particolare di x una col valor corrispondente di y , ma 
si bene l’ insieme o , come suol dirsi , il sistema dei valori 
corrispondenti di queste due variabili. 

5. Tra le proprietà della funzione y=f(x), o della linea 
ond’ò rappresentata , la più notabile, quella che forma il 

S rincipale oggetto del calcolo differenziale , e che si ripro- 
uce costantemente nelle applicazioni di questo calcolo alla 
Osica ed alle arti , è il grado di rapidità con che varia essa 
funzione quando la variabile indipendente x cresce di valo- 
re. Questo grado di rapidità del cambiamento che subisce la 
funzione quando si fa crescere la variabile , può differire 
non solo da una funzione ad un’ altra , ma si bene in una 
stessa funzione, secondo il valore attribuito alla variabile, a 


(*) Siccome per essere i/ funzione di x non ò punto nccessariu che 
siano quantità omogenee , e meno ancora che siano linee , così dohbiam 
credere che l’autore supponga tacilaracnte , che i valori di ar e di ^ 
siansi espressi in numeri mediante le niiità delle loro specie rispettive, 
e che siansi fissate a piacere una o due rette per rappresentare grafi- 
camente tali unità. 
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partir dal quale si suppone cbe l’ accrescimento di essa ab- 
oia luogo. Per formarci idee precise su questo particola- 
i*e , diamo ad x un valore determinato espresso da OP , al 
quale corrisponderà un valore similmente determinato per 
y=f{x) , indicato da MP. Indi supponghiamo che x , a 

f iartirc dal detto valore OP , aumenti di una quantità qua* 
unque che 'dinoteremo per ùkX , e che nella figura verrà 
indicata da PQ. La funzione y varierà in conseguenza di 
una certa quantità che dinoteremo similmente con Ay, per 
modo che sarà 

y+^y—f{x+àx), , 

e quindi 

=/( X-\-^x) —y=J{ x + àx) —f{x). 

Il nuovo' valore assunto dalla funzione y è rappresentato 
nella figura da NQ , ed JVP esprime Ay ossia u cambia* 

mento subito da questa funzione. Il rapporto dunque ^ del 

cambiamento della funzione a quello della variabile, la cui 
espressione è 

àx Ax * 


eguaglierà ^ ossia ^ , e quindi sarà rappresentato dalla 

tangente trigonometrica dell’angolo NMR compreso dalla 
secante con l’asse delle ar. 


É chiaro che il detto rapporto ~ sia P espressione natu- 
rale della proprietà poco sopra mentovala , cioè a dire del 
grado di rapidità con che varia la funzione y al crescere 
che fa la variabile indipendente x\ poiché quanto piìi grande 
sarà il valore di questo rapporto , tanto maggiore sarà il 
cambiamento che subisce la funzione allorché la variabile cre- 
sce della quantità data £ax. Nondimeno importa osservare 

che il valore di ( tranne il caso in cui la linea MN sia 

una retta ) dipende non solo dal valore OP attribuito ad 
X , cioè a dire dal |Minto M tolto a considerare nella curva, 
ma SI bene dalla grandezza assoluta concessa all’ aumento Ax. 
Or se noi lasciamo arbitrario questo aumento , ci sarà im- 
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possibile assegnare alcun valore preciso al rapporto ^ di 

cui si tratta , ed è assolutamente necessario di adottare una 
convenzione che faccia sparire qualunque indeterminazione 
a questo riguardo. 

Supponghiamo che dopo aver dato a un valore 
qualunque PQ , cui corrisponderanno un certo valore NR 
per Ay ed una certa direzione della secante • MN , si 
diano a Aar valori successivamente minori , per modo che 
questo aumento tenda a divenir nullo. 11 corrispondente cam- 
biamento Ay varierà in conseguenza , e in generale tende- 
rà a divenir nullo ancor esso ; il punto N tenderà a con- 
fondersi col punto 31 , e la secante 311V a coincidere <;olla 
tangente 31T applicata alla curva nel punto M. Laonde il 

rapporto che uguaglia sempre la tangente trigonome- 
trica deir angolo compreso dalla secante coll’asse delle x, 
si avvicinerà egualmente , ossia avrà per limite la tangente 
trigonornelrica dell’angolo T31R, compreso dalla tangente MT 
coll.’ asse del ';r. 

Lo stesso avrebbe luogo quando il cambiamento £ix fosse 
negativo , c diminuisse l’ ascissa x in luogo di aumentarla : 
a misura che il valore assoluto dì questo cambiamento sa. 
rebbe supposto minore o vicino allo zero , il corrispondente 
cambiamento Ay dell’ ordinata si avvicinerebbe ancor esso 
a zero ; la secante della curva , menata pei punti .corrispon- 
denti alle ascisse x-^-^x ed a: , tenderebbe senrmre più a 
confondersi colla tangente della curva nel punto Jli corrispon- 
dente all’ ascissa a: , e il valore finalmente del rapporto ^ 

si avvicinerebbe indefinitamente al limite pocanzi detto , cioè 
alia tangente trigonometrica dell’ angolo compreso fra la tan- 
gente della curva e l’ asse delle ascisse. 

7 . É chiaro adunque che quando il cambiamento Aar, e per 
conseguenza il cambiamento corrispondente Ay, diminuiscono 

progressivamente e tendono a divenir nuUi, il rapporto ^ di 

questi cambiamenti si avvicina ad un limite il cui valore è deter- 
minato e, in generale, finito; perchè in ciascun punto di una 
curva la posizione della tangente è determinata , e d’ ordi- 
nario comprende <x>n l’asse delie x un angolo acuto od Di' 
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tuso. Or questo limite del rapporto ^ dcbb’ esser considera- 
lo come la vera e precisa misura della proprietà mentovata 
nel II.** 5 , ossia dei grado di rapidità con che varia la fun- 
zione al cambiare che fa la variabile indipendente: percioc- 
ché tial limite non contiene più nulla di arbitrario , non di- 
pendendo dai valori dei cambiamenti Az: c Ay (i quali spa- 
riscono quando la secante diviene tangente ) , né in conse- 
guenza dipendendo dalla Ggura della curva ad una certa di- 
stanza finita e comunque piccola dall’ una e dall’ altra parte 
del punto Esso dipende solo dalla direzione della curva 
in questo punto , ossia dalla inclinazione della tangente della 
curva in questo punto all’asse delle x. 11 medesimo limite 
è ciò che Newton chiamò flussione della ordinala (*) , e 
quanto alla maniera di ritrovarne il valore nei singoli casi 
è cliiaro'che basta considerare l’espressione generale 
Ay _ /( x±\x) —fjx) 

ikX 

cd indagare con opportuni sviluppi o trasformazioni il limite 
cui si avvicina , a misura che Ax irnpiccolisce e tende a 
divenir nullo : limite che sarà un’ altra funzione della varia- 
bile X , la cui natura dipenderà da quella della funzione 
data flix). 

Sia per esempio ax^ questa data funzione , cioè a dire sia 
avremo successivamente 

flx-]rAx)=a{x-\-AxY=ax^-\-'Òax'Ax-\-Zax{AxY-\-a[Ax)^ 

Aìj=flx+Ax)~J{x)=:‘òax'Ax-^Zax{AxY-\‘a{AxY , 

^ ~ + 3aarAa: -1- o(Ax)“. 

Ora è manifesto che supponendo di più in più picciolo il 
valore di Ax , anche quello di Ai/ , espresso da iax’‘Ax 
-h 3aar(Aar)* + a(Aa:)*, vada sempre più impicciolendo; por 
modo che di amendue può dirsi che tendono a zero. Ea è 


(*) A parlar propriamcnlc il limite in discorso è il rapporto delle 

quantità rac Newton chiamò Jlussiom, e Lciboilz differenziali dell’or- 
diuala o dell’ ascissa. 
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• Ay 

anche chiaro che il valore del rapporto ~ , espresso da 


dax* -\-3axAx-\-a{AxY avvicinasi nel tempo stesso a 3«ar*, 
che è un altra funzione di x nata dalla proposta ax^ , che 
ha io generale un valor Gnito e diverso da zero , ed è in- 
dipendente affatto dall’accrescimento Ax della variabile. 

8. È dunque necessario segnalare il caso, io cui raumento 
Ax della variabile indipendente si considera come indeGnlta- 
mcnte prossimo allo zero, o che torna lo stesso, come un nu- 
mero indeterminato e minore di qualunque numero assegnabile. 

Il medesimo diccsi allora injinitamerùe piccolo , o semplice- 
mente infinitesimo , ed in generale anche il cambiamento 
corrispondente Ay della funzione prende in tal caso un valor 
minore di ogni numero dato , ossia un valore inGnilamenle 
piccolo. Il rapporto però di questo valore di Aìj a quello di 
Ax è determinato , dovendosi riguardare come indeGnita- 
raente prossimo al limite di cui più sopra fu parola, ossia , 
come differente da questo limite per ua numero minore di 
qualunque assegnabile : il che nel fatto ( se non nella teoria ) 
torna lo stesso che essergli eguale. 

La considerazione del linlite di cui si tratta essendo im- 
portantissima , i geometri la distinguono con denominazioni 
e segni particolari. I cambiamenti Aa; e Am in generale si 
chiamano dijfierenze della variabile x e della funzione y , 
perchè difatti si considera Aa; come differenza di due valori 
successivi di ar , e Ay come differenza dei due valori corri- 
spondenti di y ; ma quando Ax e Ay si -suppongono essere 
due inGnitesImi , prendono il nome di differenziali delle va- 
riabili a; ed y , e per distinguere questo cosò impiegasi la 
caratteristica d in vece di A , scrivendo dx c dy. Per tal 


modo il limite verso cui fende il rapporto 


‘^y 

4x’ 


a misura che 


Ax avvicinasi a zero, 


vico espresso da (*). La funzione 


(*) Ritenendo che questa frazione si riguardi come un puro segno 
convenzionale della nuova funzione di or ( scritto soltanto cosi per richia- 
mare alia mente le operazioni con che si può procedere ad investigar- 
ne il valore), esprimente il valore cui si avvicina indejinilamente il 
Ay ** ** 

rapporto ~ a misura che Ax e Ay awicmansi a zero , ma cui mai 

non raggiugne finché Ax e Ay hanno valori sussislenli , anche ( sa si 
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dì X, che in ciascun caso particolare dà il valore del limite 
~ , chiamasi co^cienle differenziale o, secondo Lagrangc, 

Ma? 


funzione derivata della funzione primitiva y o f{x ) , po- 
tendosi desumere da questa con operazioni determinalo. E 
per ciò stesso il detto illustre geometra la indica con y' o con 
f\x) : notazioni frequentemente adoperate dagli analisti. 

Cosi nell’ esempio pocanzi addotto della funzione ax^ , ab- 
biamo per coelEcicnte differenziale di essa l’ altra funzione 
^ax' , che trovammo essere il limile del rapporto dell’ au- 
mento della funzione primitiva ax^ a quello della variabile; 
onde supponendo che questa funzione siasi chiamata y o ' 
f{x ) , potremo scrivere secondo l’ uso più comune 



dx 


Zax', 


o pure , secondo la notazione di Lagrangé , 
y'^Zax* ,f'{x)=Zax*. 

g. Osserviamo che la distanza Ai/Ì, la quale rappresenta la 
differenza Ay, è composta di due parli TJì e TJV che tendono 
tutte due a divenir nulle quando Ax avvicinasi a zero. Per la 
prima, siccome Yaagd\o'TJHJi ha per tangente trigonometrica 

il limite di , ossia ^ , si ha TJÌ=: ^ àx ; quanto poi a 

TJV, dovendo questa retta sparire insieme con Ax, ci sarà per- 
messo rappresentarla in generale con a>Ax, supponendo esser aa 
una funzione di a: e Ax: e così potremo scrivere generalmente 


vuole ) infìnUesìmi e rappresentali da dx,dy •, par nondinieno quante 
volte si riesce a determinare colai funzione per modo che la condizione 
deir avvicinamento indefinito resti soddisfatta, si dovrà tenere conciliala 
perfettamente 1* esattezza dei risultamenti con quella della teoria. E lo 
stesso immortale autore del metodo rigorosissimo delle funzioni derivate 
portò questa opinione quando scrisse i je ne disconviens pas qu’on ne 

> puisse, par la consideration des limiles envisagées d’une manière particu- 

> lière, démontrer rigoureusement les prìncipes du calcul dilféreutiel .... 
» (Zaaranye: leqons sur le calcul des fonctions, i8o6, pag. a) i Ora 
noi vedremo che molte ricerche del nostro autore sono eseguite in 
questo senso, ed hanno perciò tutta la desiderabile esattezza, non solo 
nei ritulUupenli (che mai non uè mancano) , ma sì pure nella teoria. 
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Sino a che Ar e Ay avranno Talori siissislcnli^ quanto si 
vogliano piccoli , la quantità <» avrà essa pure un valore sussi- 
stente; ma quando si supponga Ax=o , sarà pure o3=o, 


dovendo in tale ipotesi il rapporto ^ divenire eguale a 
Se dunque si vuol indicare che si considera non il valor 


vero del rapporto ^ , ma si bene il limite verso cui tende a 


misura che Ax e Ay impiccioliscono , e che stimasi rag- 
giunto quando Ax e Ay si sono avvicinati indc(ìnitnracntc a 
zero ^ bisognerà supporre «tì = o , c cambiare Ax c Ay in 
dx Q dy con che la prima delle due precedenti equazioni 
diviene semplicemente 


dtj=~^dx {*). 


Questo risultato, che non condurrebbe a nulla qualora si effet- 
tuasse la riduzione cui sembra invitare la forma del secondo 
membro , si esprime dicendo che il differenziale della fan- 


(*) Quando svanisce , divenendo nullo in generale anche Ay 
può sembrare aifalto strana , se non assurda, la ricerca del valore di 

~ in tal caso ; poiché il rapporto di un zero ad un altro non pre- 
Ax 

senta ( per servirmi delle parole di Lagrange ) alcuna idea. Ma non 
lasciando per ciò di esser vero che esiste una funzione di x, verso cui 
quel valore converge a misura che A;r e Ay , ancora sussistenti , im- 
piccioliscono , e da cui può differire per una quantità minore di qua- 
lunque assegnabile ; e questo solo essendo necessario e sufficiente per 
tutte le applicazioni del calcolo differenziale , ne segue che si possa 
realmente considerare quella funzione come il valore che prende il rap- 

porto ^ quando ^x e Ay cessano di sussistere , tantoppiù che il sup- 
porre un rapporto fra duo zeri non conduce all’ assurdo , comunque 
senta del paradosso. 

Riguardo poi all’ equazione 


quantunque sembri giusto il sostenere che essa non sia esattamente vera 
unebe dx e dy non sono esattamente nulli , pure i risultamcnti che si 
avranno supponendola tale , avranno tutta l’ esattezza matematica qualora 
siano indipendenti da e </y , che sono come gli clementi dai quali 
dovrebbesi dedurre la misura dell’ errore , se mai ve ne fosse. 

2 
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%ione y o vero f(x) è uguale al prodotto del differenziale dx; 

della variabile indipendente, pel limite ^ del rapporto 

ira le differenze corrispondenti della variabile e della Jun* 

'zione; e questa si è la riigione per cui il limite ^ chiamasi 

coefficiente differenziale della funzione. Il principio, ossia 
la proposizione fondamentale di cui si tratta , è come posto 
in evidenza dalla natura stessa della notazione Lcibnizianay 
da noi e da quasi tutti i geometri adottata. 

10. Riepilogando le nozioni precedenti, e considerando una 
funzione qualunque y di una sola variabile indipendente x , 
ci possiamo rappresentare questa variabile come. crescente pro- 
gressivamente da — 00 fino a + 00 , ed assumente successi- 
vamente valori, dei quali ciascuno supera il precedente della 
quantità dx supposta infinitamente piccola , cioè minore di 
qualsivoglia grandezza assegnabile della stessa specie. Questa 
quantità dx , che esprime la differenza di due valori conse- 
cutivi di X , può a piacere supporsi costante o variabile in 
tutta r estensione della serie ; ma quando si fratta di una va- 
riabile indipendente è piu semplice, o piuttosto, è nella natura 
del calcolo differenziale , la supposizione che dx sia costante. 
A misura che si passa così da un valore a di ar ad un altro 
valore mediante un numero infinito di termini intermedi 
separati un dall' altro per l’ intervallo costante dx , si passa 
egualmente dal valore b della funzione y , corrispondente al 
valore a di x , al valore B corrispondente al valore A. Ogni 
volta che x cresce del differenziale dx , varia y del corrispon- 
dente differenziale dy , che può essere positivo o negativo. 

Noi dunque supporremo positivo e costante il differenziale 
dx , attribuendogli sempre uno stesso valore -, qualunque sia 
il valore di x; ma questi valori essendo supposti dati , quello 
di dy dipenderà dalla natura della funzione , e si terrà per 
cognito quando si sarà determinato in funzione di x il li- 
mite ^ del rapporto , essendo sempre dy = ^^dx. Que- 
sto limite esprime e misura la rapidità con che il valore della 
funzione vana nelle diverse parti del suo corso , al mutar che 
fa essa stessa la variabile. 

11. Termineremo questo articolo con una osservazione la 
cui verità è manifesta. Essa è che i differenziali di sopra in- 
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dieatr per dx e esprimono sempre guanlilà omogenee» 
■quelle rappresentate dalle rispettive variabili ar ed y , di tal 
che in geometrìa., per esempio > se x esprime una linea , 
una superficie, ua volume; il difièrenziale dx esprimerà del 

S ari una linea , una superficie , un volume. Ed in vero il 
iflerenziale di una quantità si suppone minore di ogni grau- 
' dezza assegnabile , ma della medesima natura; onde la ipotesi 
- di tanta picciolezza punto non cambia questa natura. Adunque 
dx e du son sempre omogenee con a? ed y , cioè a dire che- 
. hanno lo stesso numero di dimensioni delle unità, mediante 
.le quali sonosi espressi in numeri i valori di queste variabili.. 


II. Differenziazione delle funzioni semplici 
di una sola variabile. 


T 2 , Differenziare una funzione, che noi sempre diuotia^ 
■ mo con 

. y—f{^) > 

"significa cercar l’espressione del suo dificrcnziale dif , ■ossia 
del cambiamento infinitesimo, che subisce y quando la varia- 
bile indipendente x cresce del suo differenziale dx. Questa 
ricerca , dopo ciò che si è detto nell’ artìcolo precedente , ri- 
'^ducesi a considerare il rapporto 

^ _ /(x-j-Aj)— /(ar) 

Ax A X ’ 


e a determinare il limite ~ al' quale si avvicina indefini- 
tamente,. secondo che ùix si approssima a divenir zero; poichò- 
I abbinila veduto nel n.^° g che : 

'' ' dy = ^ dx . 

r '’dx 


Ora esistono nell’analisi poche funzioni seinplici o per dir 
«OSI elementari , in ordine alle quali 1’ espressione del limite 
esige una ricerca speciale, che laddove sia falla, non s’iu- 
^ contreranno dilficoltà in qualunque altra funzione , che sarà 
‘sempre composta dalle prime. 

i3. Queste funzioni semplici sono : > 

I." la funzione a:”*, cioè a dire la variabile innalzala ad 
‘Qiu potenza fissata dalTespcmente./», -il quale può rap[w-e- 
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tcntAre (jualstvoglia numero costante, intero o frazionario', 
positivo o negativo j 

2. * la funzione logaritmica , ossia log ar. È noto che con 
questo simbolo si vuol indicare l’ esponente cui bisogna ele- 
vare un numero stabilito , e chiamato bas^ del sistema, per 
ottenere il numero x ; di sorta che dinotando con a questa 

base , debb’ essere Dal che segue che la fun- 

zione log X non ha un senso determinato , se non quando è 
determinata la base a del sistema cui appartiene il logaritmo; 

3 . “ la funzione esponenziale a*, dove la variabile serve 

di esponente della potenza cui debb’ essere innalzato un nu- 
mero costante ; ’ 

4..° le funzioni trigonometriche senar e cosar, dove x espri- 
me un arco qualunque, contato da un punto fìsso di una cir- 
conferenza di cerchio il cui raggio è T unità , e che procede 
in un senso convenuto quando x è positiva, e nel senso op- 
posto quando x è negativa. 

Noi considereremo successivamente queste diverse funzioni. 

Differenziazione della funzione y = x“. 

Il caso più semplice è quello in cui m ù un numero 
intero e positivo. Allora è facilissimo il rinvenire il differen- 
ziale della funzione y. Imperocché la formala generale sta» 
bilita nel n.*’ 12 dà 

Ay (ar-f-Ax)”* — x”* 

Ax A X ’ 

ossia, sviluppando la potenza (ar-f-Aar)”* con la formula 
del binomio Newtoniano, la quale pel caso dell’esponenle z» 
intero e positivo trovasi dimostrata negli elementi di algebra, 

Ax a 

Ma quando Aa: impiccolisce o converge verso lo zero , av- 
viene lo stesso di tutti i termini del secondo membro , ad ec- 
cezione del primo mx^ * che non è affetto da Aa? ; quésto 
primo termine dunque è il limite cui si avvicina indefinita- 
mente il rapporto^, o vero è (8) il coefficiente difièrenziala 
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o la funzione derivata di x . Pertanto sarà 

e quindi dy=mx^ '' dx. 

' dx 

, i5. Andiamo ora a dimostrare che questo sia pure il dif- 
ferenziale di a?” negli altri casi dell’ esponente costante m. 

( tix\ •! • 

I + — Ix, li rapporto — si 

potrà scrivere sotto la forma 


Ax 




-±J 

Ax 

X 


X 


AX 


o pure, facendo per brevità — 


Ay _ (i+») ‘ 

àx 


Siccome dunque » impiccolisce indeGnitamenle insieme con Aa*, 

Ax • 

la ricerca del limile verso cui tende il rapporto — a misura 

che Ax si fa minore , equivale alla ricerca del limite al quale 
si avvicina il rapporto 


(i-hx) 


m— 1 


a misura che diminuisce «. Ma la quislione si ridurrà an- 
cora più semplice ponendo 

{i + xf , 

poiché allora /3 convergerà verso zero con e la prece- 
dente equazione cambiandosi nell’altra 

Ay jS m — I 
Ax et ’ 

a 

non si tratterà più che di trovare il limite di -j. 
i6. A tal fine cercheremo quello dell’ espressione “ - 

a misura che » si rende minore avvicinandosi a zero. 
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E poiché ad ottenere che » converga verso Io zero basta 

fare »= 4, d’onde *= j > e supporre che t sia un numero 

intero e ' positivo che 'vada crescendo al di là di ogni numero 
assegnabile , ossia che converga verso co ; così la quistione 
sarà definitivamente ridotta a cercare il limite della espressione 


(‘+ 0 ’ 


(. + i)ù,+a+^.^+ - -à' " ■-+ 


per riguardo all’ intero t convergente verso oo. 

Ora lo sviluppo di questa espressione colla regola del bi- 
nomio di Newton è da principio 

2.3 ’fS 

ma questo si può agevolmente scrivere sotto la forma 

•-,.y ’ 

= I + ,+__+ — — , 

ed allora è palese che i numeratori di tutti i termini si av- 
vicinano indefinitamente all’nnità, a misura che z converge 

verso r infinito. Dunque il limite di ( i -f- 4 -Y rispetto ad' »" 

' * '2 ‘ 

convergente verso 00, ossia quello di (i-J-»)*- rispetto di‘i 
convergente verso lo zero sarà la serie 


2 2.3 


2 . 3;4 


-f- ec. 


Questa serie è convergente , cioè a dire che quanti pia 
termini se ne considerano , più il risultato avvicinasi ad un 
certo numero irrazionale che non è possibile oltrepassare. 
Dilàtti, a contare dal terzo termine abbiamo ad evidènza 


+ 


t * I * I I ‘ 1 

•ec. <--f — 

2 2.2 2.2.2 2 4 O 


a 2.3 2.3.4 

ma è noto che quest’ ultima serie, che è una progressione 
geometrica decrescente, prodotta ali’iafiòito equivale mi’ unità; 
dunque il valore della serie primitiva 


1 + 1+4 + 


-|-ec. 


2.3 2.3.4 

cadrà fra 2 e 3 . Il calcolo peraltro n’è facile , e limitan- 
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dolo a sette cifre decimali si ottiene 2,7182818. Questo nu- 
mero si 'presenta spessissimo nell’analisi, e i geometri lo 
esprimono con la lettera e. 

Risulta dunque da ciò che precede che il.limite dell’espres- 

. - . 1 ■ 

V ... - 

sione ( I + »)* , rispetto di * convergente verso lo 7 ero, sia 
il numero e. Ora è facile il dimostrare che questa proposi- 
zione si verifica pure quando a c quantità negativa , ed ih 
suo valore assoluto avvicinasi di più in più allo zero. DilaUt 
supponendo 

t 

I — « = ■ 


I -f- s 


sarà B una quantità positiva che convergerà verso lo zero 
con « ; e siccome cavando da questa equazione il valore di » 
si ottiene . 

*===--, e quindi ^==-—= I -f-, 


COSI avremo 


I 

. 1 — 


(l—x) * = *=(l-f £)(l-f-6)‘. J 

Ma per esser s positivo e coavergeule verso lo zero, il limile 
del l'attore i + e è ad evidenza 1’ unità , e quello del fattore 

** I 

(i + £)® si è trovato c^er e j dunque e sarà pure (*)jl_li- 


(*) Giovi osservare una volta per tutte che quando due quantità con- 
vergono indeGnitamcnte verso due altre , anche la somma , la differen- 
za , il prodotto , il quoziente delle due prime convergerà indefìnitamente 
verso la somma, la differenza , il prodotto , il quoziente delle seconde ; 
e per rispetto di una sola quantità che converge verso un' altra, anche 
una potenza qualunque della prima convergerà verso la stessa potenza 
della seconda , il logaritmo , il seno , il coseno , ec. della prima cnii. 
vergerà verso il logaritmo . il seno , il coseno , oc. della seconda. Ciò 
, torna lo stesso che dire , ,,er esempio , che il limite del prodotto , o 
del quoziente di due quantità variabili non è diverso dal prodotto o 
dal quoziente dei limiti rispettivi ; il limite del logaritmo di una quan- 
tità variabile non differisce dal logaritmo del limite verso cui essa 
quantità converge , ec. 

tjuindi sarebbe un errore il pretendere , per esempio , che sircoine 
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mito del prodotto (i+e)(i+£)* rispetto di e, non che di 

I 


(i — x) * rispetto di ». 

17. Ciò posto, ritorniamo alla equazione del n." 

c prendendo i logaritmi dei due membri in un sistema qua<‘ 
lunquc , avremo 

log (i + ») = log (1+^), e quindi 

Da un’altra parte, essendo che « e |3 convergono ad un 
tempo' verso lo zero , c quanto più vi si avvicinano tanto 

I X 


maggiormente i valori dell’ espressioni (1+»)* , (i-j-jS)* 
si avvicinano al numero e, ne avverrà che ancora i loga- 
ritmi di tali espressioni, o che torna lo stesso, ^ log ( i -j- » ) 


ed ^log(i-f-jS) si accosteranno tanto maggiormente a log a, 
e quindi fra loro ; per modo che l’ equazione ■ 

-log( I -i-a)=-log(i-f-/ 3 ), o vero 
sarà nel limite esattamente vera. Dunque per effetto di que- 


rìspetlo di « conrergente verso zero il limile di i-}-> è l’ unità , cosi 

del pari la potenza del grado ^ , o che torna lo stesso, la radice «-esima 

di I -]-» dovesse convergere verso la radice «.esima dell’unità , che punto 
non dilterisce dalla stessa unità : poiché variando «■ e quindi i-t-a, 
varia altresì di natura 1’ operazione cui questa quantità è assoggettila , 
essendo una estrazione di radice di grado differente. Ora ciò non avve- 
niva negli esempi recati di sopra , dove ai mutar che facea di valore 
la variabile , punto non variavano le operazioni costituenti la funzione ; 
e solo per tal sorta di funzione di una quantità variabile si può affer- 
mare , che il limite di essa funzione pareggia una identica funzione del 
limite della quantità variabile : cioccnè si potrebbe esprimere analitica- 
mente scrivendo litn. f {F) , essendo la quantità varia- 

bile dipendente da un’ altra » che converge verso zero. 
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sta equazione e della precedente aTremo 



m ; e cosi per 


riguardo alla funzione y—^T avremo finalmente il coeffi- 
ciente differenziale 


dx 



ed il differenziale dy=d.x 


m m—i , 

=mx dx. 


Possiamo dunque conchiudere che il differenziale della va- 
riabile innalzata ad un qualunque esponente costante , è 
uguale al prodotto di questo esponetite per la variabile 
innalzala allo stesso esponente diminuito delt unità , e 
pel differenziale della variabile. 

i8. Noteremo due casi che si presentano spesso , e che 
perciò conviene tenere a mente: 

I.® quando m = i la formolo prccedenlo dà 


i X —i 

d.\ x-=d.x' =-x • 
a 


dx= dx=. 

fi i. 

X' 


dx 




il che vuol dire che il differenziale della radice quadrata 
della variabile uguaglia il differenziale della variabile 
diviso pel doppio della radiee. 

' 2.® quando m = — i hi stessa formolo dà 

, I , , dx 

X {t* 

ciò che si potrebbe esprìmere dicendo che il differenziale 
della unità divisa per la variabile, è uguale a meno il 
differenziale della variabile, diviso pel quadrato di essa. 


Differenziazione della funzione logaritmica g=-log.z. 


19. Riguardo a questa funzione la formola generale dd 
n.® 13 ci dà 




log 


(■+“) . . 




Ajr 


àx 


àx 

X 


X 


Aar 


o vero, facendo per brevità — 

‘ Ajt * ar ’ 
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ma sappiamo dal n.® 17 clm il limif* di ‘ **^"*^~^*^ è rappre* 
sentalo da log e, dunqne sarà 


l"ge 

dx X ’ 


dx 

e qiùndi fl^=f/.!og ar= — log e: 


eh’ è quanto dire il differenziale del logaritmo della va- 
riabile in un qualunque sistema è uguale al differenziale 
della variabile, diviso per la stessa variabile, e moltipli- 
cato pel logaritmo di e nel medesimo sistema. 

20. Quindi se il logaritmo della variabile si supponga preso 
nel sistema di base e, sarà semplicemente 



ì 


poiché allora log «=: 1 . Questo sistema è quello dei logaritmi • 
iperbolici, o neperiani dal nome di Neper inventore dei Ioga-- 
ritmi , e che sono generalmente adoperati nell’analisi. Noi li 
dinoteremo con la semplice caratteristica / per distinguerli da 
quelli che si riferiscono ad un sistema qualunque, e che seguite* 
remo ad esprimere con la caratteristica log. Adunque il diffe- 
renziale del logaritmo neperiano della variabile eguaglia il 
differenziale della variabile, diviso per la stessa variabile. 


Differenziazione della funzione esponenziale ysa*. 

21. La formola generale del n." 12 ci dà ta questo caso 

x-f-Ax X Ax 
Atf a — o a — t X 

=; ^ a , 

Ax Ax Ax 

Ponghiamo Alt=*, ed a^ ossia dovrà p im- 

piccolire indefinitamente con a , ed avremo 

AX 9, 

Trattasi dunque di conoscere il limite verso cui tende il rap- 
porto 2 quando » e /3 convergono amendue verso Io zero. 
Ora prendendo i logaritmi dei due membri dell’ equazione 
a*= I + , abbiamo 

«log/z=Iog(i -}-/ 3 ) , e quindi ^logq=' °^^ ; 

P r 


Digitized by Google 



ma 


( *9 ) 

nel n.“ si è veduto essere loge il limile di , 

dunque log e sarà pure il limite di ^loga, e quello di 

sarà in conseguenza Così dunque avremo 

du Iosa A . !f Iosa x . 

• 5 ^=,-^a , ed. a =j-2-o dx. 
ux log e log e 

23. Supponendo neperiani i due logaritmi di o e di « / 
quest’ ultimo diviene uguale all’ unità , e quindi si ha più 
semplicemente 

d.a =la^a dx. 


Adunque il differenziale di una qualsivoglia quantilà 
esponenziale uguaglia il prodotto di essa pel logaritmo 
neperiano della base, e pel differenziale aell' esponente. 

_ Più semplicemente ancora, quando a=e, essendo /e=i, 
si ha 


eh’ è quanto dire: il differenziale della esponenziale avente 
per base il numero e, uguaglia il prodotto della stessa 
esponenziale pel differenziale dell esponente. 

É cosa notabilissima che la funzione ^ si riproduce per / 
effetto della differenziazione , non essendo diversa questa fun- 
zione dal suo coefficiente differenziale , o funzione derivata. 
Del resto , faremo vedere nel n.° 35 che il differenziale di 

a' si può desumere immediatamente da quello di logzr. 


Differenziazione delle funzioni trigonometriche 
j = sen X ed j=^ eoe z. 


aS. Per la funzione 

y=senar 

abbiamo dalla consueia formola generale 

Ay sen ( 9 - 4 - A J;) — sena; 

A* ha ' 
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o vero , medianle la nota formula trigonometrica 


sena — sen6=2sen 


a — b 


cos • 


O-4-i 


!f!ljL£f cos (a? + . 

Ax -ìAx ' • ' 

Ora per riguardo al fattore cos(« + yAar), c evidente che il 
limile verso cui tende a misura che Aa: avvicinasi allo zero 

Scn ■- A j» , ^ 

è cosar. Rispetto del fattore » che possiamo esprime- 


re con facendo per poco ìAar=», osserveremo che ogni 
arco minore del quadrante essendo minore dalla sua tangen- 


scn a 


sarà sempre 


» 

scn » sen « 
, e os- 


te e maggiore del suo seno , il rapporto 
compreso , mentre « impiccolisce, fra i due 

' ' r Un » ' sen a 

sia r unità ; ma il primo di questi due , essendo eguale a 
cosx, ha per suo lìmite il secondo cioè l’unità, dunque con 

più ragione il limite di — o vero di - , ^ sarà l uni- 
tà , e quindi avremo • 

^=cosar, e dy ossia rf.sen ar=rfarcosar (*). 

Nel modo stesso , ponendo 

y=cosx , 


sen I Ax 


si ottiene 

Ay COS(x + Ax) — COSX 

Ax Ax ^ Ax 

in virtù della nota formula trigonometrica 

, a — b a-f-à 

COS a— cos 6=s — z sen sen — ^ — 


sen(ar-|-i Aar) 




(*) Si è scritto per semplicità dx cùix in vece di cosx.<£e avvertendo 
nna volta per tutte , che quando al segno d della diOcrcnziaElone non 
segue un punto o una rarentesi , il medesima si rapporta alla semplice 
variabile c non a tutta la funzione che gli viene appresso. 
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ma il limite del fattore — - — si è veduto essere I’ unità , 

ìa® ’ 

e d’altra parte quello del fattore sen(a: + |Aa:) è aperta- 
mente sen;r; dunque nel limile avremo 

— sena?, e quindi e/y ossia rf.cosa?= — drsen x. 

Pertanto la funzione derivata del seno è il coseno, c la 
funzione derivata del coseno è meno il seno; o in altri ter- 
mini : il differenziale del seno è uguale al differenziale 
dell’ arco , moltiplicato pel coseno ; e il differenziale del 
coseno è uguale a meno il differenziale dell’ arco , mol- 
tiplicato pel seno. 

III. Differenziazione delle composte , 

ossia funzioni di funzioni di una sola variabile. 

24.. Le funzioni fìuora differenziate debbono riguardarsi come 
gli elementi semplici nei quali si risolvono lutlo 1 ’ espressioni 
deir Analisi , almeno quando non si considera la parte di que- 
sta scienza che appartiene al calcolo integrale. Difatti , ogni 
formola è composta da quelle funzioni combinate fra loro sia 
con i segni che indicano le operazioni ordinarie dell’ algebra, 
sia con r uso delle caratteristiche log . , scn . , cos . , che si 
possono riguardare come esprimenti altre operazioni più com- 
poste , e la cui esecuzione si è facilitata mediante la costru; 
zione delle tavolei La ricerca diretta dei differenziali delle tre 

funzioni x , log x f e sen x dovea essere la prima : c la diffe- 

renziazione dcll’altre due a* , cosa?, che pure abbiamo effet- 
tuata con procedimenti particolari si può ridurre , come a sud* 
luogo vedremo , a quella prima ricerca. Ma riguardo a tutte 
le altre funzioni più composte, vi ha regole facili con che la 
ricerca dei loro differenziali si riduce a trovare il differenziale 
di una funzione più semplice contenuta nella prima. Con l’uso 
di tali regole si arriva progressivamente agli ultimi elementi 
nei quali la funzione proposta si può decomporre , e che si 
trovano esser sempre (tranne alcune espressioni di cui sarà pa- 
rola nel calcolo integrale) le funzioni semplici che lian formalo 
il soggetto dell’articolo precedente. Per lo che sapendo differen- 
ziare queste funzioni, si sapranno diffefenziare tutto lo altre* 
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Per far conoscere le regole di che intendiamo parlare, sia 
in primo luogo 

y—f{v), 

e dinoti v una qualsivoglia funzione di x. 

Trattasi di ottenere il differenziale della variabile^, che in 
questo caso è una funzione di funzione della variabile in- 
dipendente X , senza esprimere y immediatamente in x\ eh’ è 
quanto'dire, si cerca il cambiamento infinitesimo che subisce 
y , quando x riceve 1’ aumento dx parimente infinitesimo. 

Facendo sempre capo dai principio stabilito nel n.” 12 , 
ed esprimendo con Av il cambiamento delia funzione v, cor- 
rispondente all’ aumento di x , sarà 

/(p) 

Ax Ax ' 


formola che possiamo anche scrivere cosi : 

/( V +>p ) — /(p) ^ 

Ax Ao Ax' 


Supponendo ora che Aor si avvicini indeGnitamente a zero, o 

ìif) 

che torna lo stesso, passando ai limiti, quello di sarà (8) 

dv „ j. /"(p + Ae) — /(v) ì. dy . , 

-r- , e quello di^^-^^ — ■ — - — sarà -p. Avremo dunque 
dx ‘ Av dv 

{ nota del n.“ 16 ) 


dy dy dv 

dx dv dx’ 


e quindi dy= 


dv dx 


cioè a dire che il richiesto coefficiente differenziale ^ si ot- 

dx 


tiene, prendendo quello indicato da — come se v fosse una 


variabile indipendente, e moltiplicandolo per T altro indicato 
da ^ , che è il coefficiente differenziale della funzione v preso 


per rispetto della variabile indipendente x. 

In sostanza, il coefficiente differenziale di una funzione 
di funzione, si ottiene moltiplicando un per V altro i coeffi- 
cienti differenziali di queste funzioni ^ riferite ciascuna 
alla sua variabile immediala,. 
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dv 


Giova osservare che esseado (9)— <&=</<;, l’equazione 

= ^ ^ flfr equivale all’ altra dy = ^dv, che avreb- 
be luogo quando v fosse la variabile indipendente. 

Supponendo per esempio e richiamando la formola 

o la regola del n.® 17, sarà d.v^—mv^ qualunque 
funzione di x possa essere r. 

^ 25 . Se si avesse y=f{p) > dove p fosse funzione di p, 
e'p di x\ potendosi riguardare/) come una funzione di x, 
sarebbe da prima , ia virtù delia regola precedente , 

dx dp dx' 

Ma essendo realmente p funzione di p , e p funzione di x, 
si ha pure , per la stessa regola , 

dp dp dv 

dx dv dx ’ 

dunque sostituendo avremo 

du du dp dv • 1 * F du dp dv , 

4 -=-f -r- e quindi dy = ~ -f -j-dx. 
dxdpdvdx ’ ^ dp dv dx 

£ COSI appresso. 

26- Sia in secondo luogo 

y=f{u,v) , 

dove M e p dinotino due variabili che sono ancor esse fun- 
zioni della variabile indipendente a: ; e si cerchi pure il coef- 
ficiente differenziale ~ , senza prima ridurre y in funzione 

immediata di x. 

Osserviamo che la differenza 

Ay ossia y(M + Am,p-|- A p) — f{tt,v) 
della funzione proposta, c identicamente uguale a 
f{u+Au,v)—f{u,v)+f{u+Au,v+Av)—f{u+Au,v) ; 
onde 

_ /(«-4-Au,c)— ■ /(«-t-A«,c+Ap)— /(u-4-A»,t>) 

Ax~~‘ àx Aa; ’ 

Ora per riguardo al limite verso cui tende questa espressione 
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a~misura che Ax arvicinasi a zero , quello del primo ter- 
mine, in >irlìi del numero precedente , II limile poi 

del secondo termine , se Au fosse costante, sarebbe 


‘ d.f(u-i-àu,v) dv 

dv dx ’ 

per lo stesso n.“ precedente ; ma siccome Au sparisce insie- 
me con Ax , polrem dire che sia 


d.f(u,v) dv 
dv dx 


. dy do 

ossia -7-. 
do dx 


Avremo dunque definitivamente 


dy dy du dy dv 

dx du dx' dv dx * 



dal clic si fa palese che il coefficiente differenziale si ottiene 
unendo insieme quello che nasce considerando u come va- 
riabile e V come costante, e quello che si ha considerando 
per contrario v come variabile cd u come costante. 

27. Parimente , se si avesse ’ 

e le variabili t,u,v fossero tutte funzioni della variabile in- 
dipendente X, osservando che la differenza Ay ossia 
f{t+ Ai, u + Au,v -f Av ) — /( f,u,v ) 
si può scrivere sotto la forma 
f{l+A{,u,v)—f{t,u,v)+f{i+Ai,u+Au,v)—f{i+At,n,v) 
^f{l+Ai,u+Au,v+Av)—f{l+At,u-^Au,v ) , 


si troverebbe facilmente 

dy dy di dy du dy dv 

dx di dx du dx dv dx* 


e quindi 

(dy di ,dy da dy dv\, 

‘'y = U ^ ^ 

E nulla impedendo di proseguire allo stesso modo, qualun- 
que si fosse il numero delle funzioni dipendenti dalla varia- 
bile X , ne dedurremo generalmente che il differenziale o 
il coefficiente differenziale di una funzione di una na- 
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riabile , dipendente da altre funzioni della stessa varia- 
bile , è uguale alla somma dei differenziali o dei coef- 
ficienti differenziali che si ottengono, supponendo variabi- 
le una sola di quest altre funzioni per volta. 

uépplicazione delle regole precedenti. 


28. Le sole regole finora esposte, insieme coi risullamenti 
ottenuti nell’ articolo II, bastano a darci il dilfercnzialc di 
qualunque espressione analitica > la quale non sia di com- 
petenza del calcolo integrale. 

Quando una funzione nasce dal combinare un’ altra fun- 
zione ed una costante per via di somma , di sottrazione , o 
di moltiplicazione , la sola definizione del dilfcreazialc basta 
ad indicare il risultamento. Quindi supponendo 

y=o-f y, sarà tosto dg—do, 
y=^a — y, dy = — 

ys=av, cfy=adv. 

Al che possiamo aggiungere 


m 

y==v , 


dy=mv”^ ^ do , 


conforme fu dichiaralo nel n.® 24.. 

29. Quando la funzione risulta da più altre funzioni unite 
fra loro , o moltiplicate o divise le noe por lo altre , se ne 
ottiene il differenziale con la regola del n.° 27, per modo die 
y=«zty ci darà dy—die-:ì:do, 
y =; uo dy=. vdu -j* udo, 

y=luo dy — uvdt vidu -h ludo, 




nilv vdu — vdv 


I Ire primi risullamenti derivano con tale facillà da quella 
regola combinala col numero proccdcnle , che non abbiso- 
gnano di alcuna dichiarazione. E circa il quarto, per met- 
tere chiunque in islato di darne ragione con lo stesso mezzo, 

basta osservare che la funzione — si può scrivere sotto la 


forma « — , e che ( n.® 24 ) 

V 

* ^ \ (I ^ 

V ’ r* 

4 
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il clic noi Icmpo slesso cl mosira potersi applicare ad una 
limzionc nnaUinque ciò che fu asseriio nel n.® i8 , 2 ." , ri- 
guardo alla semplice variabile indipendente. 

Se nei recali differenziali si volcsise esprimere dy mediante 
il differenziale dx della variabile indipendente , basterebbe 

rimpiazzare di , du , dv con 

Per facilitare intanto agli allievi la pratica indispensabile 
della differenziazione , sarà bene clic i risultamenli di que- 
sto numero e del precedente sieno voltali in regole, che bi- 
sogna mandare a memoria. Queste regolo sono : 

il differenziale della somma algebrica di più funzioni 
è uguale alla somma algebrica dei loro differenziali 
rispettivi; 

il differenziale del prodotto di una quantità costante 
per una funzione uguaglia il prodotto di tal quantità 
pel differenziale della funzione ; 

il differenziale del prodotto di due funzioni si ottiene 
moltiplicando ciascuna pel differenziale dell’ altra , ed 
unendo insieme i due risultati; e gcocralmcnle , il diffe- 
renziale del prodotto di quante si vogliano funzioni , è 
rappresentato dalla somma algebrica dei prodotti, che 
nascono moltiplicando il differenziale di ciascheduna 
per tutte le altre; 

il differenziale del quoziente di due finzioni, o vero 
di una funzione fratta è nquale al denominatore molti- 
plicato pel differenziale del numeratore^ meno il nume- 
ratore moltiplicato pel differenziale del denominatore , 
tutto diviso pel quadrato del denominatore. 

3o. Passiamo adesso a considerare le più semplici combi- 
nazioni che nascer possono dalle funzioni logaritmiche, espo- 
nenziali , e trigonometriche o circolari : le quali i geometri 
con nome comune chiamano funzioni trascendenti (*). 


(*) Le delle funzioni non sono che te più semplici delle funzioni 
trascendenti , poiché , a non escluderne alcuna , convien riflettere che 
una quantità si dice funzione trasceudente per rapporto ad una o piu 
altre da cui dipende , quando il valor della prima non si può desu- 
mere da quelli delie seconde se non mediante un numero influito di 
individuale operazioni atgebraiche , sotto il qual nome bisogna com- 
prendere non solo l’ addizione , la sottrazione , la moltiplicazione , e la 
divisione , ma ancora F elevazione a potenze , c l' estrazione di radici , 
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II proceditnenlo a seguire nella ricerca dei diflcrcnziuli 
delle nuove funzioni , che sono reflelto di tali -combinazioni, 
consiste sempre in porre queste funzioni sotto forme simili a 
quelle delle funzioni generali contemplate nei numeri 24 e 
seguenti ; eh’ è quanto dire in distinguere le quantità che si 
riguarderanno come funzioni le une delle altre , sino a che 
si pen’enga alle funzioni le più semplici , e i cui differen- 
ziafi furono trovati direttamente. 

Sia per primo esempio 

y=l{lx). 

Questa formola diviene 

y z=i lo , supponendo v = Ix -, 
dunque in virtù del n.® 20 

dy 1 dv I 
‘ dv V ^ dx X ' 


e quindi in virtù del n.° 24 

dy I 1 . j dx 

dx VX xlx ’ ^ ^ xlx’ 

3 i. Sia ora 


Questa formola equivale ad 


y =s a , facendo v = 6 ^ ; 


di grado però individuato ; di tal che , per esempio , a dee riguar- 
darsi funzione algebrica rispetto di a , quando a è indeterminata e b 

determinata , nel qual caso si preferisce scriverla sotto la forma x^ ; 
e devesi avere per funzione trascendente di b , allorché b è indeter- 
minata , comunque a fosse determinata , nel qual caso è costume porla 

sotto la forma a^. Di fatti, nel primo caso il valore di x dipende da 
quelli di X e à per virtù di una sola e determinata operazione alge- 
brica , qual si è l’ innalzamento di x alla potenza del grado determi- 
nato b ; mentre nel caso di le operazioni algebraiche ad effettuarsi 

sopra di a ed X per aver il valore di , sono infinite di numero: 
stante che in seguito si dimostrerà essere 

« = 1 -+• xla -f- — (la) •+-__(/«) -t- ec. 

E Esd 


Digitized by Coogle 



( 28 ) 


quindi jm;! n.“ 22 avromo 

dì2 

etl io conseguenza, pel xi.'’ 24, 


dii , V do ,, ,» 
■f=la.a , — s=lb.b , 

do dx 


^ =/a./^.oV=/a./<5.o* V, dtj=la.lb./ h^dx. 

32. Sia ancora 

V 

y = u , 

dove u e V dinotano funzioni qualunque della variabile in- 
dipendente X, Applicando la regola del n.® 26 , cioè a dire 
diiferenziando successivamente per rapporto ad u sola, e per 
rapporto a v sola , si avrà 


du v~ 
=vu 

du 


’ H); ~ = lu.u , (22). 


Quindi unendo insieme ( a tenore del citato numero ) i due 
risultamenti moltiplicati pe’ rispettivi diifereoziali du a dv ■, 
avremo 

dy=u^^du + lu.dv^: 

il che , osservando che il fattore contenuto nella parentesi è 

il differenziale ài vlu ossia di l,u , si può esprimere in 
astratto dicendo che tl differenziale di una esponenziale 
a base variabile uguaglia il prodotto di essa esponenziale 
pel differenziale del suo logaritmo neperiano. 

33. Sia finalmente 

y — sen -f 

dove w esprime la semicirconferenza del cerchio di raggio i. 
Ponendo v:=x 4 -* , avremo 

y = sen t> , ^ =s cos o ( n.® 23 ) , e ^ = i; 
dal che si deduce (n.° 24) 

^ s=s co8 -f- j^=ss— sen ar , e sen a:. 
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Ma d’altra parte abbiamo sen^ar+^ ) =s cosar, dunque ri- 
cadiamo sulla formola già dimostrata ( n.“ 23 ) 
d, C 08 x = — dx sen x. 

Dai noli differenziali di sen ar , e di cos ar è poi facile a 
dedurre per - 


, sen 9 m ut- r . 

«— taqars= , dt/ — = oarscc*ar, 

^ cos 9 ’ " ^ 


dx 


cos* X 


y == col ar 


cosar 

aen^ 


dx 


. cfv = = — dx cosce* X , 

» ^ sen* X 


w = sec a? 5=: — ^ , dy =; 
" cosa? 


dx sen X 
cos* X 


= dx tan ar . scc a?, 


I , dxcoix , . 

V = cosecar=;— ^ — , ot/= = — «a? col a?. cosce a? , 

^ sen 9 " sen* x 

y = sen.v.ar=s i — cosar, dy= — d. cos ar = </ar sen £. 

JLq tangente e la cotangente essendo ovvie a presentarsi 
nelle applicazioni , gioverà tenere a mente le regole della 
loro dilTerenziazioac , che possono enunziarsi così : 

tl dijfer enfiale della tangente trigonometrica di un 
areo si ottiene dividendo il differenziale dell’ arco pel 
quadrato del coseno , o pure moltiplicando il differen- 
ziale dell arco pel quadralo della secante ; 

il differenziale della cotangente di un arco si ottiene 
dividendo il differenziale del t arco pel quadrato del seno, 
o pure moltipUcandolo pel quadrato della cosecante , ed 
in amendue i casi cambiando il segno del risidlalo. 

Per riguardo poi a tulle le funzioni circolari dell’ arco a? 
è da notare, che se il raggio della circonferenza di cui l’arco 
è parte , in luogo di essere l’ unità fosse una retta qualun- 
que a , sarebbe facile modificare le ritrovale espressioni dei 
loro differenziali, senza intraprenderne da capo il calcolo a 
tenore della nuova ipotesi : e ciò mediante il principio della 
omogeneità mentovato nel n.“ ii. Difatli essendo dx c dy 

J uantilà di primo grado , o vero di una dimensione al pari 
i a , sen x , cos x , tan 2? , col a? , cc. ò manifesto che per 

, % m tlx cos X 

ys=scnx, dovrà essere dy = , 


y = cos sf, 


dy^ 


<fxsen X 


a 
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y = tan a- , 

A 

y = COl X , 

ec. 




a*tfa dx sec* x 




cos® X 
a*dx 
seu* X 


«* 


dx cosce* X 

o* 


CC. 


formole che si voltano nelle precedenti quando si suppone 

«= X. 

Si può* anche notare che il differenziale del seno di un 
angolo è positivo o negativo secondo che 1’ angolo è acuto 
o pure ottuso , mentre il differenziale del coseno è sempre 
negativo. Ma il differenziale della tangente di un angolo od 
arco qualunque è sempre positivo, e quello della cotangente 
è sempre negativo. 

34- Finalmente , ritornando alla ipotesi del raggio i , e 
supponendo 


y = l sea X, si 

ha dy 

d. sen X 

dx cos X 

dx 

sen X 

sen X 

tan X ’ 

y — l cos X, 


d. cos X 

dx sen X 

dx 

cos ar 

cosa: 

COt X ’ 

y = / lan a:, 


d. tan X 

dx 

dx 

tanx 

cos* ar. tan a: 

Sfsax.eosx ’ 

y = / col X, 

dy 

(/.col X 

dx 

dx 

cola: 

8en*a:.cola: 

$enx.cos2: 


35. I geometri chiamano funzione inversa della funzione 
J[v) la funzione di u, che si ottiene risolvendo per rappòrto 
a V l’equazione u=J'(v). Così per esempio la funzione 
are. sena: èia inversa nella funzione sena:. Ora perchè si 
comprenda che dal noto differenziale di una funzione di x 
si possa facilmente dedurre quello della funzione inversa , 
faremo prima osservare che quando due funzioni f(x) , F (r) 
sono tra esse uguali , sta per tutti i valori di x, sia 
fra certi limiti di questa variabile , anche le loro fun- 
zioni derivate , e quindi i loro differenziali saranno tra 
loro eguali nei medesimi limiti ; poiché le due equazioni 

f(t) = F{x) ,/( a: + Aa: ) =s; /’X a: + Aa: ) 
danno immediatimenle l’altra 

/( ® -1- Aar ) ^ ( a: -t- Aar ) — F (x) 

Ax ™ Aa: * 
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^da cui risulta , passando al limite , 

f (ar) = F' (x) , e quindi d.f{sc) =-d.F {x). 

E vuoisi notare che ciò si verifica pure quando le funzioni 
f{x) ed F{x), in luogo di essere uguali , differiscono per 
una quantità costante C. 

Ciò posto , supponghiamo 

y = arc.sen x , 

e proponghiamoci di trovare il differenziale dy. Passando 
dalla proposta equazione alla equivalente 
■ ar == sen y , 

potremo in questa considerare la y come una funzione di x, 
e quindi eguagliar fra loro, per la premessa osservazione, i 
coelEcienti differenziali dei due membri. Pertanto in virtù 
del n.® 23 avremo 

i = cosy.^-, 

da cui si desume 


ffy __ 2 __ 

dx 




e quindi dy ~ 


dx. 


— X* 

Similmente operando sulle altre linee trigonometriche , si 
ottiene 

dx , dx 

i/.arc.cos a? =s «.arc.sen.v.ar = 


l/ax — X’ 


«f.arc.tan = 


dx 


I 4 -x* 
dx 


, {/.are. colar 


dx 


; -i-x» ’ 


■ , d. are . cosec ar = 


dx 


</.arc.secar= , 

— I xj/x» — I 

In tutte queste formule il raggio del cerchio è l’ unità'; 
quindi nella ipotesi che il raggio fosse a , le medesime si 
cambieranno facilmente , mediante il principio della ompge- 
neilà , nelle altre 

adx , „ t^dx 

</. are . sen ar = — — , a.arc.cosar = 


cf.arc.sen.v.a: = 


J/fl* X* 

adx 


J/ 20X — X* 


, </.arc.tan x — 


«• X* 

a*dx 


«■ X* 


CC,. 


ec. 
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Ma ner la diflbrcnziazione dell’ arco in funzione del seno , 
o del coseno , o della tangente, che occorre più spesso nelle 
applicazioni , c che perciò csprinicrcmo gin appresso con 
regole astratte , seguiremo l’ ipotesi ordinaria del raggio i : 
il differenziale delT arco in funzione del seno si ot- 
tiene dividendo il differenziale del seno pel coseno ; 

il differenziale delf arco in funzione del coseno si ha 
dividendo il differenziale del coseno pel seno, e cam- 
biando il segno del risultalo t 

il differenziale delf arco in funzione della tangenté 
si otlicne dividendo il differenziale della tangente pel 
quadralo della secante. 

Altronde queste regole inrerse potcansi dedurre immedia- 
tamente dalle dirette , espresse na n.‘ 23 e 33 . 

36 . La considerazione delle funzioni inverse potrebbe an> 

che servire a far dipendere il differenziale di a da quello 
di log X , come lo annunziammo nel n.* 22. Difatti rcquazionc 

y — a dà subito logy = arlogaj 
e per ciò , considerando y come funzione di ar, e passando 
ai coefficienti differenziali , sarà (24) 

tose du . • 1* I tosa , Ioga x , 

-1- £ = logfl, e quindi dy^—ydx=—a dxx 

conforme si trovò nel citalo n.® 22. 

3 y. Quanto ai differenziali delle funzioni più composte di 
quelle finora consideralo , si dee farne la ricerca mediante 
ciò die si disse nel n.® 3 o. 

Sia per esempio 

y = {ax -1-^) . 

Questa funzione si decomporrà come apprèsso : 

yx=u,u = av-\-b,v = ar”*. (A) 

Applicando le regole precedenti ( n.* 24 e 28 ) , avremo 


dy = nu * du , du = adv , dv = ;nar"* ’ dx ; 

e sostituendo l’espressione di do in quella di efu , c cièche 
trovasi per du nell’ c'sprcssione di dy , risulta 

du=a.mx dx , c dy=nu .amx dx. 
Sostituendo poi di nuovo in quest’ ultima per u la sua espres- 
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tionc in V , e nel risullnto scrivendo per v la sua esprcssio* 
He in X , viene finulmenle 

oy=#i(at?+o) .amj; dx=inn(tx ux(ax -^b) 

Ma la pratica del calcolo mostrerà bentosto che l'equa- 
eioni (A) non sono punto necessario , e che si può iinme- 
dialamcnle operare sulle quantità contenute nella funzione 
proposta. Quindi si differenzierà da principio per rapporto 

ad ax^ 4" à , il che darà 

dy = n{ aoT 4- à )” ' . rf( ax' b). 

Indi per comporre il differenziale d{ax'^ -{■ b) , si opererà 

per rapporto ad ar” , ciò che darà ? 

d{ax 4‘à) = <r.«(T ). 

£ finalmente sarà 

</ ( a;** ) i=3 ;«ar”* 'dx t 

dopo di che la sostituzione successiva di questi valori darà 
l’espressione di dy. 

Sia pure 

y =i sen — 

V I — o**» 

Per seguire lo spirito delle . regole enunziate fa mestieri 
supporrò 

ax 


É 1 \j 

y = sea/, /=— , tz = Vy , o s=s 


a*x* , 


ciò che decompone la funzione proposta nelle funzioni sem- 
plici che vi sono contenute , e i cui differenziali sono im- 


nicdiutamcnle cogniti. In tal modo si ha 

dv 


, . r, u.adx — ax.du , 

dij = di cos /, di = ;; ,dlt 


u* 


- — _,dc=.-^a* . 2xdx, 
al/v 


e quindi sostituendo con ordine retrogrado 
— a'xdx ndx , adx 

j 


du—- 


|/ x-— a*«* 


dt=.~ 


ilX 


:;os- 


(i— 


(i-o’x»)* V 


Ma senza far uso dell’ equazioni precedenti , si può ope 
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rare diretfamenle sulle funzioni comprese nella espressione 
proposta. Cosi differenziando prima rispetto di 

si ha 

dy = d( — \ . cos-^'' 

Vi/’ I — a*x*/ 1 / 1 — 

Considerando posL-ia 


a*x* 

come una frazione della 


f/ 1 — a*** 


forma - , si trova 


Vf/i — a*a:*/ 


J/ 1 — a*x*.aJx — ax.rfl/ 1 — a»x» 


1 — a*x* 

ludi si osserva che 

, d(t — a*x*) 

d\/i — a'x' = — - ■ ■ - , 
al/ 1 — a*ar* 

e finalmente si ha 

d{i — a'x' ) = — a* . 2xdx, 

Per lo che, sosliiiiendo ciascuna di queste espressioni nella 
precedente , avremo 

d\!\—a'x'= ■ : , di ) == j , 

1 / 1— a*«» Vf/i — a*x*/ a*x')' 

e da ultimo 


dtj = 


adx 


-COS- 


ax 


(1 — a*a?*)* 1/ 1 — a*x* 

I recati esempi ci sembrano bastevoli a mostrare l’ anda- 
mento dell’ operazione di cui si tratta , le quale con un uso 
frequente divien poi facilissima. 


IV. Differenziazione delle finizioni 
di più variabili indipendenti. 

38. Ritornando .alle nozioni presentate nel n.” a , suppon- 
gliiamo che si abbia una sola equazione tra più variabili: tutti 
i valori di queste sono allora arbitrari , ad eccezione di un 
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solo ; e perciò la variabile il cui valore si suppone determi- 
nalo per virtù della equazione , dopo aver fissali arbitraria- 
mente i valori di tutte lo altre , è funzione di queste altre , 
che sono le variabili indipendenti. Questa relazione si espri- 
me scrivendo 

s =/( u,v ,x,y , ) 

quando u , V , x ,y dinotano le variabili indipendenti, 

e 2 la variabile che è funzione di esse. E mestieri dunque 
immaginare che a ciascuna delle variabili u , v , x .1/ . 

siano attribuiti lutti i valori compresi tra — 00 c +oe , e 
figurarsi la successione dei valori corrispondenti clic assu- 
merà la funzione z. 

! Quando le variabili indipendenti sono due sole , e si 
ha in eonseguenza 

- =/( » 2 / ) . 

la geometria offre pure il mezzo di rappresentare io una 
maniera sensibile la successione dei valori della funzione z. 

Difatti concepiamo nello spazio tre assi perpendicolari ira 
loro in un punto 0 {fig- 2) c costituenti un angolo solido. 
Si potranno riguardare le variabili indipendenti x cd g come 
due ascisse i cui valori arbitrari sono portati in O/i cd Og 
su due di tali assi, c z come un’ordinata il cui valore, 
determinato per la equazione z=flx,y), è portato in 
Or sul terzo asse. I valori attribuiti ad x ed y determinano 
un punto m situato nel plano delle xy , ed innalzando dal 
punto m la perpendicolare al piano, e la cui lunghezza mJU 
sia eguale ad la posiziono del punto 31 sarà tale che 
avreblM} per rispettive proiezioni sugli assi i punti ; 

o vero che sarebbe la comune intersezione di tre piani, con- 
dotti per ciascuno di questi punti parallelamente al piano 
degli assi ove trovansi gli altri due. Allrihueudo cosi ad x 
ctl y tutti i valori possibili da — co a +00 , il punto m 
prenderà tutte le possibili posizioni nel piano indefinito delle 
xy , e i valori di z determineranno le posizioni corrispon- 
denti del punto M , e l’insieme di queste costituirà una su- 
perficie, la cui figura farà giudicare della natura della fun- 
zione z=f(Xyy), e del progressivo andamento dei suoi 
valori. 

Quando il numero delle variabili indipendenti c maggiore 
di due, non è più possibile di ritrovare al modo stesso nella 
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gcomcirin una 'immagine sensibile della natura e delie pro-‘ 
j)rietà della funzione. Diverse ricerche di fìsica danno luogo 
a considerare tre, ed anche quadro variabili indipendenti ; 
ma quando il numero di queste variabili è più considere- 
vole , le quistioni non appartengono che all’analisi , di cui 
nulla potrebbe restringere la generalità , e che abbraccia 
tutte le combinazioni che può esigere la considerazione delle 
grandezze. 

4.0. La difìerenziazione delle funzioni di più variabili in- 
dipendenti deriva pure dalle nozioni esposte oegli articoli 
precedenti. Ciascuna variabile indipendente u , . . è 

supposta crescere progressivamente per differenze infinitamen- 
te piccole du , do ,dx , dtf . ognuna delle quali conserva 
un valor costante , senza però aver fra loro rapporti deter- 
minati ; e la variabile z , funzione di u , v , x . varia 
in conseguenza della quantità parimente infìniU;8Ìma dz, il 
cui valore si ottiene sempre, mediante la considerazione del 
limite del rapporto fra i cambiamenti della funzione e di 
ciascuna variabilexindipendente. 

Sia la funzione 


2 =/( ^,y)- 

8 up|K)ncndo che x cà y crescano rispettivamente delle quan- 
tità qualunque Aa* e ay, il cambiamento corrispondente Az 
della funzione si potrà decomporre in due |)arti , una prov- 
veiiieotc dai cambiamento della sola x, l’altra da quello 
della sola y ; infatti si può scrivere 

= Aa:,?/)— /(a;,y)] 

+ ^ > y + ^y)—f{ Aar , y ) ] , 

o che torna lo stesso 


. _ ■ (x,y) ^ /(a-4-Aar,y-j-Ay)— / (ar-+-Aa;,y) ^ 

Ax Ay •'* 

Ora se ammettiamo che Aa: e Ay si avvicinino indefinita- 
mente a zero , il rapporto 

^ ■ - avra por limite, (art. i), — - : 


cd il rapporto . ( . (5 j ^ avrà per limite 
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( D.* 26 ), — Dunque l’ espressione del richiesto dif- 


ferenziale sarà 


dy 


dx «y 


ossia , per essere 2 =/( ar,y ) , 




4 f- Se la funzione proposta racchiudesse Ire o più di Ire 
variabili , le si applicherebbero le stesse considerazioni, per 
modo che supponendo 

z =/( v,x,y ) , 

si ha egualmente 

av dx dy 

o più semplicemente - 

dz=i^dv 

do dx dy ^ 

e cosi- via via per un numero maggiore di variahili. 

Notiamo che in questa e somiglianti formolo, il termine 

~ dv rappresenta quei dilferenziale della funzione proposta z, 

che si troverebbe considerando come variabile la sola v , c 
che per ciò si chiama differenziale parziale della funzione 

z, preso rapporto a v. Similmente i termini -^dx er ^^^dy 

esprimono i differenziali parziali della funzione z , presi ri- 
spettivamente per rapporto ad , e ad y ; ed importa os- 
servare che la somma di tulli i differenziali parziali co- 
stiluisce il differenziale totale dz. 

Le frazioni ^ ^ ‘l^** simboli analitici che rap- 

presentano I coefficienti difierenziali della funzione z , presi 
riguardando come variabile la sola v , la sola x , la sola y. 
Il dz che vedesi nel numeratore rappresenta il differenziale 
parziale di z rapporto a t; , o pure ad j: , o pure ad y , e 
non dee confonaersi col dz che si trova nel primo membro 


Digilized by Google 



( 38 ) 


deU' cquoxioac , e che dinota il diflerenziale totale della (un- 
zione (*). 

Osserviamo che in virtù della indipendenza dei valori delle 
variabili v yX ,y , non vi è nulla che obblighi a supporre 
che micstc debbano variare nel tempo stesso. Quegli dunque 
che uimanda il differenziale della funzione z=J'{v ,x ,y) 
dee indicare se questo differenziale debba esser totale , nel 
qual caso vieu espresso dalla formala precedente ; o pure 
se debba esser preso rispetto ad una , o ad alcune soltanto 
delle variabili : poiché allora si sopprimerebbero nella stessa 
formola i termini relativi alle variabili , che si suppongono 
rimanere nel loro stato di grandezza. 

42. La differenziazione delle funzioni di più variabili in- 
dipendenti , essendo ridotta per ciò che precede a dover dif- 
ferenziare più volte la funzione per rapporto ad una sola del- 
le variabili per volta , ne viene in conseguenza che le re- 
gole dichiarate nell’ articolo precedente si applicheranno sen- 
za dilBcoltà ad ogni caso particolare. 

43. Quando la funzione proposta non contiene che due 
variabili indipendenti come 


z=f{^,y), 

le divei^ parti del differeazialc totale 

. dz , dz , 
az = -j- dx + — du 

dx dy •' 


hanno ciascuna un significato geometrico , del [lari che la 
funzione. 

Sia m {Jìg- 3) il punto del piano delle xy^ le cui coordinate 
Op , Oq rappresentino x ,y\ e si chiami M il punto della 
supcrfic’c proiettato in tn , la cui ordinala Or esprima il va- 
lore della funzione z : gli aumenti ^x , Ay potranno essere 
indicati dalle , m,u". Sia di più m'n' la proiezione sul 
piano delle xz della intersezione prodotta nella superfìcie da 
un piano condotto per M parallelamente al piano delle xz\ 
e sia parimente m"n" la proiezione sul piano delle tjz della 
sezione generala nella superficie da un piano menato per M 


(*) Da ciò è anche palese quanto impropriamente i medesimi sim- 
boli siano d’ordinario chiamati difftrenze parziali, in vece di coc0i- 
cieoti dilTereouali pariialù 
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parallelamente al piano delle yz. È eliiaro che nV dinoterà 
il cambiamento che subirebbe \ ordinata z, se la sola ascissa 
X crescesse di Aar ossia di m\»! ; e ebe n'V' dinoterà il 
cambiamento ebe la medesima ordinala subirebbe, se l’ascis- 
sa y soltanto crescesse di Ay o vero di m,a". Il totale cam- 
biamento poi della ordinata z, (juello cioè che risulta dagli 
aumenti simultanei delle due ascisse, vien rappresentato dal- 
la diflerenza tra l’ ordinata del punto M della superficie , 
proiettato in m, e l’ordinata del punto della superneie pro- 
iettato in n. Quando i detti aumenti si suppongono infini- 
tamente piccoli , n'r' esprime la parte — dx del diiTerenzia; 

M* / 

dz 

le totale , ed il coelEcicnte difierenziale — relativo ad a? è 

dx 

rappresentato dalla tangente trigonometrica dell’angolo n'm'r'. 
K parimente n"r" esprime la parte -^dy del differenziale 

Jz 

totale, ed il coefficiente differenzialo — relativo ad y vien 

espresso dalla tangente trigonometrica dell’angolo n"m"r". 
Ora si vede che nel caso degli aumenti infinitamente pic- 
coli , il cambiamento dell’ ordinata z , quando si passa dal 
punto proiettalo in m al punto proiettalo in n è sempre la 
somma dei cambiamenti che hanno luogo quando ji passa dal 
punto proiettato in m ai due proiettati io (*.' e f*'* (*). àfa 
noi torneremo in seguito su queste considerazioni, alle quali 
sarà dato più àmpio sviluppo. 


(*) Nel caso degli aumenti infinibimente piccoli si può far conto 
che i nuovi punti della superfìcie , proiettati in n , i*' , sul piano dello 
xy , si trovano tutti nel piano tangente della superficie nel punto 
e che insieme con questo punto sono i vertici del parallelogrammo 
MM'NIV" {Jig. 3 bis ) prodotto nel piano tangente dai piani proiettati 
nei lati del rettangolo Ora per rapporto ad un tal parallelo- 

grammo si vede facilmente ( anche quando i lati sono di lunghezza 
unita ) che la differenza in altezza dei punti 31, N estremi della diago- 
nale MN, è somma di due simili differenze , una dei punti M,3I' estre- 
mi del lato parallelo al piano delle xz, e l’altra dei punti M,M" ter- 
mini del lato parallelo al piano delle yz. Difatti , supponendo menato 
per 31 un piano parallelo a quello delle xy , che incontri in 
le Nn,3I'y.\3I"\t." , le dette differenze vengono espresse rispettivamente 
dallo NR.,ÌU'R' Conducendo poscia per if” la, 31"* parai- 
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y, Dìfféren&ìaAione delle fwizioni implicite \ 

4-4" Una funzione dicesi eaplicila quando la sua espres-> 
sione analitica è data mediante le quantità costanti e le quan- 
tità variabili , da cui dipende il suo valore. Quindi si dice 
che la funzione 2 delle due variabili a? ed y è esplicita , o 
pure che qi'csta funzione è data esplicitamente ^ quando si 
na l’equazione 

Ma se la funzione 2 si trova impegnata con le variabili 
X,y in una equazione qualunque 

F{ x,y,z ) == o , 

che non è punto risoluta rispetto a 2 , questa funzione cliia- 
masi allora implicita, ed il suo valore dicesi dato impli- 
citamente : con che si vuole intendere che il valore della 
funzione 2 , quantunque sia determinato quando siaiisi fis- 
sati quelli di a; ed y , pur nondimeno non è rappresentato 
da una espressione analitica formata da queste variabili e 
da quantità costanti. Or noi prendiamo a dimostrare che le 
funzioni implicite non sono più difUcili ad esser differenziate 
dell’ esplicite , per modo cne possa trovarsi l’ espressione 


tela alla pi"n, i triangoli MM'R' , M"Nv saranno simili , ed avendo 
eguali i lati ( come opposti del parallelogrammo MM'NM" ), 

sarà pure M'R' eguale ad JVy; e di più la figura M''R''Rv risultan- 
do un parallelogrammo , sarà pure M"R" eguale a vR. Ma la NR , 
come tutto, eguaglia le sue parti Nv e »R, dunque uguaglierà puro 
le JU'R' ed M"R". 

Lo stesso può dimostrarsi con due righe di analisi ; poiché osser- 
vando che l’equazione del piano à in generale la forma 

z = oa: + ày -i- c , 

la differenza parziale di z per rapporto ad x sola è 

a(x-i-ix)4-itf-hc — {ax-hiy-i-c) = at^X t 
come la differenza parziale relativa ad y sola è 

car-f-à(y-+-ày)-l-c — (ax 6^ -{-e) = b^y. 

Ora è palese che la somma di traeste differenze pareggia la differenza 
totale ai z , che vien espressa da 

« ( a? -1- A» ) -+■ ^ ( y -1- ày ) -1- c — .( c* -i- Ay *1- c ) . 
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del differenziale della funzione, senza punto risolvere T equa- 
zione in cui si trova combinala colle variabili. 

A tal fine ritorniamo sulle nozioni presentate nel n.° 2. 
La natura di ciascuna quistione determina sempre il numero 
delle variabili , del pari che le relazioni che esistono fra 
esse , e che sono determinate per via di equazioni. Suppo- 
sto m il numero delle variabili , ed « quello dell’ equazioni, 
sarà m — n quello delle variabili indipendenti , ed n saranno 
le altre variabili subordinale o funzioni delle prime. Per tal 
modo si distinguono quelle tra le variabili che si riguar- 
dano come indipendenti dalle altre che ne sono funzioni , e 
questa distinzione sussiste in tutto il corso della operazione 
senza verna cambiamento. 

Ciò posto, consideriamo da prima il caso più semplice dt 
una sola variabile indipendente x c della funzione y , tra 
loro combinale mediante l’ equazione 

f{x,y) = o. 

Questa equazione , dovendo sussistere sotto qualunque valore 
di iP e corrispondente valore di y , ci dà r altra 

/(ar-f- Aa:,y-1- Ay) = o, 

dove Ay esprime sempre il cambiamento che subisce y nel 
dare ad x F aumento Aa:. Dunque sottraendo e poi dividendo, 
per Aar , sarà pure 

àx 

equazione che sussisterà per qualsivoglia valore di Aar , ed 
in conseguenza anche quando si passa al limite verso cui 
tende il primo membro , allorché Aar si avvicina indefinita- 
mente a zero. Or questo limite non è che il coefficiente dif- 
ferenziale del primo membro della equazione propósta , e 
r espressione ai esso { per ciò che fu detto nel n.“ 26 , e 
per esser y funzione (iella variabile indipendente x) è nel 
caso attuale 

à-f{x,y) , 

dx dìjdx' 

Avremo dunque T equazione 

dtj 

dx dy dx ' 

6 
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t hè sovente si scrivo soUo In fornia più Lrorc 

dx dy dx ’ 

indicando con la sciiiplice caraltenstica y* la funzione f{x,y)>, 
j)a essa si deduce 


dx 


? 


per espressione del coelficienle differenziale , o funzione de- 
rivata di 7/ : c vuoisi notare che tale espressione conterrà in 
generale x ed y, 

Ija quantità -7^+ non fc che il differenziale della 

* dx dy dx 

df df 

funzione f (espresso in virtù del n.“ 4® da ^ 

diviso pel fatfor costante ote ; ed è chiaro che il medesimo 
dovea essere uguale a zero , poiché l’ equazione J'{a:,y) = o 
dovendo sussistere per qualsivoglia valore di ar e corrispon- 
dente valore di y, l’espressione di un cambiamento finito 
p inQnilesimo che subisce la funzione f(x,y) per virtù di 
iin aumento finito o infinitesimo attribuito ad x , debb’ es- 
sere anche nulla (*). E generalmente l’equazione y=o, 


(*) Comunque una tale asserzione sia semplice , chi provasse della 
pena a sentirne la verità è invitato a riflellcre , che se nell’ equazione 
J'(x,y) — o si sostituisse per y il valore in a: , che si trarrebbe dalla, 
stessa equazione c che possiamo iudicarc cou 9(ar), il risultatoy(a;,9(ir)) 
sarebbe identicamente nullo ; di tal che partendo in due membri l’equa- 
zione y(x,(p(x)) =-o , sarebbero essi due funzioni di x atlnalmenla 
ugnali , ed essendo eguali per ciò ( 35 ) i loro differenziali , anche 
r espressioni del differenziale c del cocfliciente differenziale di y(x,9(x)) 
sarebbero idcnlicamciile nulle. Ora pel n.° 26 tali espressioni sono 


^dx^‘Ì^d<? 

dx “ ^ f/v ’ ’ rfx 


(ita ’ 


e si vede che esse non differiscono dulie altre 


1 

tlx 


dx - 


tly ’ dx dy dx ’ 


se non |M.*rcbè ad y è sostituita la funzione <p(x); dunque poiché que- 
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(juante volle conlieuc più variabili , trae sempre |K*r coiistv 
guenza l’ equazione dj’—o, ove df esprime il (lillercnziale 
della funzione ; e può , ad arbitrio , esser totale o parziale.' 
Col differenziale totale, ossia relativo a tulle le variabili , si 
Ha il cambiamento iniinitesimo cbe prende una variabile qua- 
lunque per effetto degli aumenti infìnilamentc piccoli attrilMiili. 
a ciascuna delle altre ; c eoa i parziali o relativi ad alcune 
soltanto delle variabili , si ha il cambiamento cui va sog- 
getta una di queste variabili, quando le altre di queste me- 
desime si suppongono aumentate di quantità 'infìnitesime. 
E da ciò stesso rendesi manifesto, che nel caso di una equa- 
zione fra due indeterminate, sarebbe un errore il differenziarla 
per rapporto ad una sola , non essendo possibile clic un au- 
mento infinitamente piccolo , ma arbitrario , dato ad una 
indeterminata non apporti cambiamento nell’altra. 

43. Consideriamo adesso il caso di più variabili indipen- 
denti , e supponghiamo da principio che si abbia una sola 
equazione 

f{x,y,z) = o- 

fra tre variabili. Due di queste, per esempio a? ed y saranno 
indi[iendcnti , e la terza z ne sarà funzione implicita. Va- 
rierà dunque z con x sola, e con y sola ; onde potranno 
dimandarsi in a: , y , c z i coeOicienti differenziali parziali 

— e ^ , indipendentemente dalla risoluzione dell' equazione. 


gt’ ultime itiverrebbero ident'camenfe nulle con tal sostituzione, ne viene 
in conseguenza che anche lasciando^ al luogo di 9 (ai), eh’ e quanto 
dire non risolvendo punto 1’ equazione f‘^x,y ) — o per rapporto ad 
convien eguagliare a zero le due ultime espressioni per diuolare che 
y non è variabile disllnia , ma si quella dipendente da x per virtù 
dell’ equazione yT[x,y) =0. E 1 * equazioni 




dx dy dx ’ 


che si chiamano rispettivamente equazione differenziale^ ed equazione 
derivata della primitivo f(x^) = o , serviranno al bisogno per dare 

l’espressioni di dy , e di ; ben vero però che queste conterranno 

in generalo a? ed y , e non già x sola : come avverrebbe se con la 
risniuzione elfetliva dell’ equazione.' priniiliva si trovasse la funzione <f(x) 
sanpresentata da. y. 
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Ora per 1' uno e per 1’ altro iioii variando ad un tempo se 
non due sole (|nanlilà x e z , o pure y e z , avremo 
ciò che si è detto nel n.“ precedente l’ equazioni 


dx dz dx ’ dy dz dy 


O, 


che serviranno a trovarli. 

Ino'tre moltiplicando rispettivamente quest’ equazioni per 
dx Q dy , la somma dei risultati ci dà 



ma pel n.® precedente 1’ equazione proposta ci dà pure 


dunque confrontando quest’ ultima con l’ antecedente. avremo 


dz=^dx-\-^dy. 

dx dy 

donde apparisce che ancora per le funzioni implicite di due 
variabili indipendenti può dirsi, come per le esplicite n.“ 40| 
che il differenziale totale uguagli la somma dei parziali. 

Ala per dare anche un esempio di più equazioni con più varia-> 
bili indipendenti, supporremo 


f{v,x,y,z)—o,Fip,x,y,z)=o , 

e riguarderemo eà. x come variabili indipendenti , ed y 
e z come funzioni di t? e ar, date implicitamente in virtù di 

Q ueste equazioni. I differenziali delle due funzioni f cA F 
ovendo esser nulli come pocanzi dicemmo , si avrà , pren- 
dendoli con le regole esposte negli articoli precedenti , e po- 
nendo mente che y e z sono riguardate come funzioni di 
V ed X , 


(i+l i+i iy + (i+is+i 5) 


\do ^ dy dv^ dz di ) \dx^ d^ ) 


0 . 


In ciascuna di queste equazioni si può supporre separa- 
tamente dv = 0 , o dx = o , e per ciò esse equivalgono a 
quattro equazioni distinte , che determinano i. valori dei quat- 
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tro coeBicieali differenziali parziali 


dy dy dz dz 
dv ^ dx ' dv ^ dx 


e ne 


danno l’ espressioni in v , x ^ y , z. 

Dopo ciò si troveranno , se si vuole , i differenziali totali 
delle funzioni y e z sostituendo le dette espressioni nelle forinole 
generali 




dx 


dx 


dz 


dz 


, dz = ~dv-\-^dx-, 
dv dx 


e queste considerazioni si estenderanno facilmente ai casi di 
un maggior numero di variabili c di equazioni. 

Non è dunque mestieri di nuove regole per trovare i dif- 
ferenziali o i coefficienti differenziali delle funzioni implicite, 
o , che torna lo stesso , per differenziare una o più equa- 
zioni tra un maggior numero di variabili; poiché, dopo aver 
notato il numero e fatta la scelta delle variabili che si vo- 
gliono riguardare indipendenti , si differenzierà tante volte 
ciascuna equazione quante sono le variabili indipendenti, fa- 
cendone variare una sola per volta con tutte le variabili di- 
pendenti ; e per ciò fare bastano le regole già date per la 
differenziazione , ed il principio che il differenziale totale 
formasi dalla somma dei differenziali parziali. Dividendo po- 
scia r equazioni differenziali cosi ottenute pei rispettivi dif- 
ferenziali delle variabili indipendenti , si avranno altrettante 
equazioni derivate proprie a dare tutti i coefficienti differen- 
ziali parziali , di cui son capaci le variabili che si son con- 
siderate come funzioni delie indipendenti. 

Cosi , nell’ esempio precedente , essendo quattro le varia- 
bili e due r equazioni, le viiriabiii indipendenti non pote- 
vano essere che due , ed avendo supposto che fossero v ed 
X , ciascuna delle due equazioni potevasi differenziare una 
volta rispetto a v ,y ,z , ed un’ altra rispetto ad x , y^zi 
con che si sarebbero ottenute partilamente le quattro equa- 
zioni , che per compendio si sono riunite a due a due. 
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VI. Differenziali dei diversi ordini per le funzioni 
di una sola variabile. 

4^. Gonstderìanao in primo luogo una sola yariabilc indi» 
pendente ar e la funzione y di essa, ponendo al solito 
1 equazione 

y=fi^) , 

e per rèndere le nozioni che andiamo ad esporre più sen- 
sibili supponghiamo che s’ abbia soU’ occhio la rappresenta- 
zione geometrica della funzione , conforme a ciò che fu detto 
nel n.® 5. Cosi l’ascissa OP {fiy. 4) e l’ordinata PM rap- 
presentano rispettivamente x (A tj. 

Gò posto diamo ad x l’aumento qualunque Ax rappre- 
sentato da PP'. Il valor nuovo di y , che dinoteremo con^ 
yj , sarà rappresentato da ed if rappresenterà Ay. 

Cosi da prima si ha 

— y- 

Di nuovo supponghiamo che x cresca ancora a partir daf 
valore OP' della stessa quantità Ar , rappresentala da- 
P'P"= PP'. Il nuovo valore di y, che indicheremo coni 
y^ , sarà rappresentato da P"M", ed M"Q' rappresenterài 

Ay, . Quindi sarà 

=ya— y«* 

Osserviamo che se si prolunga la secante MM' sino ad' 
incontrare in S l’ordinata P"M" , l’intervallo SQ' sarà 
eguale ad M'Q o Ay, a cagione dei triangoli eguali 
MQW , M'Q'S. Dunque M"S rappresenta |ia dilferenza di 
Ay, e Ay ; e siccome abbiamo indicato con Ay la diffe- 
renza dei due valori di y che corrispondono ad x e x + Ax, 

l’analogia ci conduce ad indicare con AAy o con A*y la 
differenza dei due valori di Ay, che corrispondono pure ad 
X e X + Ax. Noi dunque scriveremo 

A*y = Ay, — Ay. 

* è* 
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Si acquisterà una idea più netta delle quantità che ora 
òonsidcriamo osservandone l’ insieme nel seguente quadro : 


VALORI 
di X. 

VALORI 
corrispondenti 
di y. 

DIFFERENZE 
di questi 
VALORI. 

DIFFERENZE 

delle 

DIFFERENZE. 

X 

y 



X -j- Aar 

Vi 

^y =y. —y 


X + sAar 

y» 

^yi—y^—y. 

A®y=Ay,— Ay 


e solo aggiungeremo che i geometri chiamano Ay diffe- 

rema prima o di primo ordine della funzione y , e A*y 
differenza seconda o di secondo ordine della stessa funzione. 

47- Supponghiamo adesso che la differenza Aar della va* 
riabile indipendente diminuisca progressivamente, e tenda a 
divenir nulla. I due punti M‘ , M" tenderanno a confon* 
dersi col punto M , i due valori y, ed y, a divenire uguali 

ad y, e le tre differenze AyjAy, e A*y a divenire nel 
tempo stesso eguali fra loro cd eguali a zero. Ciò non per- 
tanto importa assai l’osservare che la differenza seconda A*y 
diminuirà molto più rapidamente delle differenze prime Ay 
e Ay, , di sorta che quando Aj: , Ay e Ay^ giungono ad 

essere piccolissime per rapporto all’ unità , A*y sarà divenuta 
piccolissima per rapporto a Aar , Ay e Ay, . 


Per farsene persuaso basta osservare che l’ espressione di 
A’y si può scrivere sotto la forma 

Ora supponendo che ùkx decresca e tenda a divenir zero, 
la quantità , che si avvicina ìndeOnitameate a —, avrà lo 

A* 
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8tesso limite di quest’ ultima, e quindi la loro diiTcrenza si 

avvicinerà sempre più a zero. Dunque il valore di A“y, formato 
da due fattori che hanno per limite comune lo zero, diminuirà 
mollo più rapidamente di ciascuno di questi fattori, e quando 
tutti due questi saranno piccolissimi, esso alla sua volta sarà 
piccolissimo sì per rapporto all’uno che per rapporto all’altro. 

48. La medesima espressione di si può anche met* 
fere sotto la forma 


AV = 




&x 


&x 


(Aar)*. 


Allora , mentre la dtlTerenza A^r avvicinandosi a zero , 
divien minore di qualsivoglia grandezza assegnabile della 
stessa natura ( circostanza che noi esprimiamo rappresentando 

tal differenza con dx ) , ciascuna delle quantità ^ e ha 

per limite il coefficiente differenziale ^ , onde il limite del 
* ax 

numeratore della frazione che moltiplica ( Ax ) è zero, del 


pari che quello del denominatore. Ma per essere rispetto 


di OP'=x + Ax quello stesso che ò — rispetto di x== OP , 

e ciò io tutti gli stati di grandezza della differenza Ax con- 
vergente verso lo zero , ne avviene che chiamando con La- 
grange f'{x) la funzione determinata di x esprimente il 

limite di — , sarà f (x -{■ Ax ) il limite di , e il limi- 
te di quella frazione essendo lo stesso che il limite di 
•O - f — — ^ — LSfl j eguaglierà (8) il coefficiente differen- 

ziale di J' {x) ossia di ^ , indicato nella notazione Leibni- 


dx 


ciana da Adunque rappresentando con ciò che di- 
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viene A*y quando diviene dx , si tia 

rf* 


L’ espressione d'y chiamasi differenziale di secondo Oì'dine, 
o semplicemente secondo di/ferenziale della funzione y; ed 

k uso di indicare con Ar* e dx^ i quadrati di Ax e dx, 
senza temere che si possano prendere per la differenza c pel 

differenziale di ar“, che si rappresentano con A{x*) ,d(x^), 

d pili semplicemente con A. a?* ,d.x'. 

Parimente , ^ si chiama coefficiente differenziale di pri- 


mo ordine della funzione y, e dicasi Coefficiente dif- 
ferenziale di secondo ordine , o pure secondo coefficiente 
differenziale della stessa funzione. L’analogia c la seconda re- 
gola di differenziazione data nel n.°2g, conducono a rapprescn- 

t j 

tarlo di una maniera piìi semplice con — Per tal modo 

il differenziale di secondo ordine della funzione , da noi ri- 
guardalo come il limile della differenza del medesimo ordi- 
ne , risulta espresso da 


d'y = dx* , 

" dx' 

c allindi eguaglia il prodotio del quadralo del differenziale 
della variabile pel coefficiente differenziale di secondo ordine 
della funzione, ossia per la funzione che si troverebbe pren- 
dendo con le regole oell’ articolo III il coefllciente differen- 
jiialc della funzione , e di questo tornandone a prendere il 
coefficiente differenziale colle stesse regole. 

Seguendo la notazione di Lagrange , il detto coefficiente 
differenziale di secondo ordine della funzione y , o f{x) si 
esprime con y", o f (x) , e si chiama funzione derivata 

7 
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fli secondo ordine, o più semplicemente yu;;2to;}^ 

</t'r/ra/a (Iella funzione primitiva y,of[x). 

!)0. Noi possiam dare una maggior estensione al quadro 
del n." 46 considerando quattro valori successivi di j: , se- 
parati un dall’ altro per l’ intervallo costante Ax: il che darà 
il seguente altro quadro 



TALOnX 

DiPFEnEKZlS 

91FPB1SKZE 

DIFFEBEirXE 


corrisjioiulenU 


seconde 


di jr 

di y 

prime 

terzo 

a? 

y 




r-f- Ar 

y, 

Ay =y,— y 



-r-f'2Ax 

y» 

%,=y,-y. 

A*y =Ay—Ay 


a’-i- A r 

y% 

Ay^=y3-y^ 

-^y, 



Da (juesto parimente è chiaro che al convergere Ax verso 
lo zero , i valori di y, , y, , y$ tendono a divenir eguali 

pd y , e che perciò le difTerenze di primo, di secondo, e di 
terzo ordine tendono a divenir tutte uguali tra loro, ed eguali 

a zero. Ma vogliamo inoltre dimostrare che A^y diminuisca 

mollo più rapidamente di A*y, siccome fu veduto ^ 4 ?) 
diminuire con rapidità assai maggiore di Ay. Difatti , in 

virtù deir annesso quadro l’ espressione di A*y può assume- 
re successivamente le forme 


/A*y.- 


Vait» 

A®»/ 


^y , -4 


iar 


Ax‘ ' 


Ax*. ' 


Quest’ ultima ci presenta tre fattori , due dei quali fuori la 
parentesi eguagliano Ax , che per ipotesi converge verso Io 
zero ; ed il terzo compreso nella parentesi , essendo la dif- 
ferenza di due parli che si avvicinano l’ una all’ altra a mi- 
sura che Ax impiccolisce , converge pur esso verso zero. 

Eoicliè dunque A^y consta di (re_ fattori che hanoo per 90* 
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mua Imntc zero , tliininini'À iia>lk> più rapidamciile. ili Jì't/ 
che si mosb'ò (47) formala soltanto di due consimili rallon;> 
e perciò quando Ay sarà piccolissima rispetto dcT unità , 

sarà A“y piccolissima rispetto di Ay , e sarà A^'y piccolis- 
sima rispetto di A^y. 

Si. Pongbiamo ancora 1 ‘ ultima espressione di A^y sotto 
la forma 


A^ij: 








■Ax^ 


allora siccome 
^yi — ^y . 


^y»—^yj 

Xx* 


ò rispetto di a: + Ar ciò clic 


Ax* 


e rispetto di x , cd il Umile di questo secondo ra|> 

porlo si è veduto ( 4 B) essere una funzione determinata di x 
che abbiamo espressa- con f'^{x), ne viene in conseguenza 
clic il limito nel primo non sarà diverso da quello di 
f {x -{• Ax) onde il limile della frazione che moltiplica 

Ax^ sarà il limite dell’ espressione 

y»(^^-Ax)-/»(x) . 

Ax 

Ma pel n.° 8 questo limite è il- coelficienlc dilTurenziaic di 


/*" (ar), 0 , indicalo secondo Leibnitz da 

i/x* 




rfx* 


(ile 


. Duu(|ue 


rapprescniando con y ciò che diviene A^ y quando Ax 


divicuc dx , sarà 




I dy 


f/x 


dx^ , 


espressione cui si dà la forma più sem|)licc 




dx^ 
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Chiamasi differenziale di terzo ordine o pure terzo 
differenziale uulla funzione primitiva y , e la funzione 


o è il coefficiente differenziale di terzo ordine 


dx 


o la terza funzione derivato di quella medesima funzione, 
per guisa che il differenziale di terzo ordine è uguale al pro- 
dotto del cubo di dx pel cocUicientc differenziale del me- 
desimo ordine. Questo coelficicnte differenziale si esprime 
egualmente con y“' o con f" [x) , e si può dire che sia il 
coefncicnte differenziale del coefCcienle differenziale di se- 
condo ordine. 

52. Da ciò segue ad evidenza che si avrà il differenziale 
di terzo ordine di una funzione proposta differenziandola tre 
volte di seguito, a patto che nella seconda e nella terza dif- 
ferenziazione il differenziale dx sia considerato come un fat- 
toi' costante. 

53. Se si considerassero cinque Valori successivi del- 
la variabile indipendente , e i cinque valori corrispon- 
denti della funzione y , si perverrebbe alla differenza di 

quarto ordine , la cui espressione sarebbe composta di 
quattro fattori, che tenderebbero tutti a divenir nulli a mi- 
sura che la differenza Ar tenderebbe ancor essa a divenir 
zero. Laonde questa differenza quarta , al convergere di Aar 
verso io zero , diminuirebbe assai più rapidamente della dif- 
ferenza terza, che si compone soltanto di tre fattori aventi per 

comun limite lo zero. E dinotando con d^y ciò che diviene 

A^y , quandp Ax assume il valore inGnitesimo espresso da 
dx , sarà 




d^y 


dove rappresenta il coeUiciente differenziale di quarto or- 

dine della funzione proposta y , cioè a dire il risultato che 
•i ottiene differenziando quattro volto di seguito questa fun- 
zione , nella ipotesi di dx costante , e poscia dividendo 
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per . Si può anche dire che il coelEciente di quarto or- 
dine sia il coefficiente diifcrenziale del coefficiente difierea- 
zialc di terzo ordine. 

£ nulla impedisce di progredire similmente alla conside- 
razione di un più gran numero di valori Successivi delia 
variabile indipendente , e delle differenze di un ordine più 
elevato della funzione. 

54. È chiaro adunque da ciò che precede che una fun- 
zione qualunque y=/(.r) possa, in generale, dar origine 
ad una serie indefinita di differenziali rappresentati da 

dy~^dx,d^y = ’^—dx^^d^y—'~dx^, ec. 


dagli altri me- 


i quali deduconsi dalla funzione , e gli uni 
diante l’operazione che chiamasi differenziazione. L’espres 
sione stessa di questi differenziali pone d’ altronde in evi- 
denza la subordinazione dei loro valori, poiché i coefficienti 

differenziali ~ , — , — y , ec. che sono funzioni finite della 
dx - ® ^ ^ 


dx^ dx 


variabile x, vi si trovano come fattori di potenze sempre più 
elevate della quantità infinitamente piccola dx. E di grande 
importanza l’ osservare che tal subordinazione sussiste , non 


ostante che tutti i differenziali dy , d^y , d^y , ec. sieno e- 
giialmcnlc riguardati come quantità , che differiscono da zero 
per una grandezza minore di qualunque assegnabile. Difatti, 
la supposizione che dx differisca dallo zero meno di qualsi- 
voglia grandezza assegnabile , o vero che dx sia^ infìnita- 
tnente piccola , produce in conseguenza , per ciò che di 


sopra (4-7, 5 o) si è detto, che i rapporti di d‘y di dy , 

di d^y a d*y , ec. differiscano altresì da zero per gran- 
dezze minori di qualunque assegnabile ; e questo è ciò che 
si esprime dicendo che tali quantità sono infinitamente pic- 
cole le une rapporto alle altre , o pure che esse formano 
una serie di iutìiiitesimi di un ordine di più in più elevato (*). 


(*) Se per quantità iuflnitesima si dovesse intender quella che à minore 
d' oKui altra postibUe della stessa natura, il suo valore assoluto non po- 
trebS’ essere che zero , e quindi gl' iufinilesimi di ordine superiore sa- 
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Giova altresì notare che se i simboli ^ , ec. 

d^ dx^ dx^ 

si riguardassero come pure frazioni algebriche , queste sa- 
rebb^o tutte di grado zero ])er rapporto alla lettera al, avoto 

riguardo al signiGcato convenzionale (4B) dei simboli dx^ , 

, ec. Da ciò segue che se xj sia una funzione esplicita 
o implicita di a? , ed un' altra qualunque funzione di x si sup- 
ponga trovata nell’ ipotesi di dx costante , ed in vece di con- 
tenere a; , 1 ^ e i detti simboli , sia espressa comunque in 


x,y ,dx ,dy ,d‘y ,d^ij , ec. questa espressione considerata 
come algebrica , non {lotrà presentare die quantità fraziona- 
rie , in ciascuna delle quali il numeratore c il denominatore, 
debbono essere omogenei e dello stesso grado per rapporto 
à d, quali sono a cagion di esempio 


ydx dy ( dx* -+- dy* ) ( dx* -4- dy* ) » 

dy dxd*y dxd*y 


rebbero incoacepibili , se non assurdi ; ma la possibilità di cpiesli non, 
implica veruna coolraddizione, allorché una quantità per dirsi infinilc* 
sima, deve solo essér minore di ogni altra data o assegnabile delia 
stessa natura ; essendo chiarissimo per la nostra ragione ( se non per 
la nostra immaginazione ) che di ogni quantità , comunque si voglia 
pìccola , ve ne possano essere altre minori secondo qualunque rappor- 
to , abbenchè non se ne potesse attualmente assegnar la grandezza. La 
determinazione di questo rapporto , il quale è finito allorché trattasi 
d*Tnfinitesiini del medesimo ordine, è nn oggetto essenziale dell’^^na- 
lisi infiaitesioMle , ossia del Calcolo diUierenziale esposto col metodo de- 
indnilameute piccoli. 

Il principio fondamentale di quest’ Analisi consiste r •* >n dover le- 
ttere come uguali due quantità finite , le quali non differiscono una 
dall' altra cne di un infinitesimo , perché non si saprebbe assegnare 
tra esse alcuna ineguaglianza , per piccola che si voglia ; a.° in dover 
]iariracnle stimar equaR due infinitesimi dello stesso ordine, i quali 
differiscono per un infiniteeimo di ordine superiore , perché questa- 
loro differenza non è , per la sua picciolezza , paragonabile ad essi. 

Questo principio si suole anche onunciaro dicendo che nelV espres- 
sioni analitiche si possono dispregiare , sema punto alUrare i ri- 
sullamenli , yV infinitesimi aygiunii a quantità finite, o ad altri in- 
finitesimi di ordine inferiore. 
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e quindi supponendo , tome sovente si pratica , 
du d^u d^u 

la sostituzione dei risultanti valori di dy , d*y , d^y , ec. 

dy = pdx , d*y = yefe* , d^y = rdx^ , ec. 
renderà l’ espressione in discorso libera altresì dal simbolo 
dx , c formata soltanto da ar , y , jo , y , r , ec. : senza di che 
si può esser certo che la medesima espressione non vale a 
rappresentare aleuna funzione finità di x. 

55 . Osserveremo che supponendo rappresentata la funzione 
y^f(x) dali’ordiaata di una curva di cui l’ascissa c Xy la dire- 
zione della curva e il senso verso il quale essa presenta la sua 
convessità son determinate, per l’estensione di un piccolissimo 
arco preso d’ ambe le parti di un punto qualunque, dai soli se- 
gni dei due corrispondenti differenziali di primo e di secondo 
ordine dy c d^y , o che torna lo stesso , da quelli dei coef- 
ficienti differenziali di primo e di secondo ordine ~ 

^ dx 

Le diverse combinazioni che a tal riguardo possono aver luo- 
go sono indicate nelle figure 5 , 6 , 7, 8, 9, io, né 12. 
Nelle Ggure 5 e 6 i detti coefficienti differenziali sono positivi. 

Nelle ligure 708, — è negativo e è positivo. 


Nelle figure 9 e io, ~ è positivo e ò negativo. 

E finalmente nelle figure ii e 12 i due coefficienti dif- 
ferenziali sono negativi. 

Pertanto si vede che — è positivo quando la curva pre-' 

senta la sua convessità al margine inferiore della pagina 
e per contrario ò negativo quando gli oppone la concavità: 
bene inteso che le ordinate positive procedano, giusta l'uso 
ordinàrio , da sotto in sopra (*). 

(*> E cosa facilissima il dar ragione di quanto l’autore asserisce in 
questo numero, e l’esame di alcuni ca» basterà per tulli. 

Nella figura 5, come nella precedente figura 4-, le ordinate y , y , > y, > 
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Dijferemiali tttecetnd delle Junziom eemplieì. 


56. Àpplictieremo qui le nozioni precedenti alle funzioni 
semplici , la cui differenziazione fu oggetto dell’articolo li. 

Cominciando dalla funzione or”* , si ha 


d^.a>” 

— — = mx”’ , - 

dx 


:m(m — I 


d\x" 

~d^ 


= m{m — 1)(»* — 2 )x' 


,w— 3 


= — i)(f» — 2 ){m — 3)x'" ec. 

Questa serie di cocIEcienti dinerenziali si prolunga all' inG- 


espresse rispettivamente da PM , P'M' , P"Af" 'sono positive e cre- 
scenti ; dunque le ditferense , rappresentate dalle AI'Q ed 

M"Q' , sono anche positive. Ma siccome il punto Jf" è più alto del 
punto S rispetto dell’ asse delle x , a motivo che la curva rivolge per 
ipotesi la convessità al detto asse , cosi la Ay^ è necessariamente mag- 


giore della Ay , e quindi la Ay^ — Ay osssia A’y è positiva. Per con- 
seguenza , supponendoti la J^x sempre positiva , (ali saranno pure 


Ay A*y 
Ax ’ ’ 


e quindi i loro limiti ^ 


dx*' 


Nella figura 6 le ordinate PM , P’M' , P^'M" essendo negative, ed 
i loro valori assoluti decrescendo al crescere dell’ ascissa , ne segue che 
i valori algebrici delle stesse ( cosi chiamando i valori quando si ha 
rigu.-irdo ai loro segni ) debbono stimarsi crescenti , come per esempio 
direhbesi dei numeri — 5 , — 4 - > — n , e le differenze Ay , Ay^ r.ip- 


prcsentate da M'Q , M"Q' sono positive come pocanzi. Ma la curva 
rivolgendo per ipotesi la concavità all’asse delle or, il punto S dee 
giacere al di sotto del punto M“ e la M'Q risultar minore , come 
la SQ ' , della M"Q ' , cioè a dire la Ay minore della Ay^ ; dunque 

Ay^ — Ay ossia A*y sarà pure positiva , e si conchiuderà come nel 

caso precedente che positivi ancor sono i coefficienti diilerentiali del 
primo e del secondo ordine di y. 

' Nelle figure 708! valori algebrici delle ordinate tono decrescèn- 
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nllo quando il ininioro m b negativo; o quando, anclie '[hv 
silivo , è iVuziunario. Ma quando m c ad un tempo intero 
e jwsilivo , si Ila 


— ^ — . =sm(m—^ i)(w — 2) (m — 3 ). ..... 3 . 2.1 , 

dx”* 

c questo risultato essendo costante, i coeflicienti difTerenziali 
seguenti son tulli nulli^ 

57. La funzione Ioga?, secondo clie il logaritmo si sup- 
pone preso in un sistema qualunque , o pure nel sistema 
neperiano , dà 


i/.log X 

log e 

d.lx 1 

(Le 

^ , u jnuc 

dx . X ’ 

«/* . log X 

log e 

tP.lx > 

dx-^ 

a:“ ’ 

'dx* X* ’ 

d^ . log X 

2 .log e 

d\.lx 2 

dx^ 

~ x^ ’ 

dx^ x^ 


11 , e perciò le Ay, e Ay^ sono negalivc ; ma il valore assoluto della 

Ay^ , rappresentalo du M'^Q' , è minore del valore assoluto della Ay, 

rappresentalo da JII'Q = SQ' , a cagione della supposta giacitura delle 
curve rispetto alt’ asse delle x: dunque sarà il contrario dei loro valori 

algebrici, e quindi Ay^ . — Ay ossia A*y sarà positiva. Nel limile dun- 
que il coetCciente dificrenziale di primo ordine sarà negativo, e sarà 
positivo quello di secondo ordine. 

Analoghe riOessioui si applicano alle rimanenti figure g, io, ii e 

12 ; e le ascisse dei punti considerali nelle curve possono essere indif- 

ferentemente positive o negative : in ambedue i casi , ricordando^ clic 
' la Ax è positiva , le ordinate y procederanno sempre nel senso 

delie ascisse positive. 

In fine giova notare : 

1.® che i valori algebrici delle ordinale crescono o decrescono al 
crescere delle ascisse , secondo che il coefficiente diUerenzialc dell' or- 
dinata è positivo o negativo ; 

n.” che questo coefficiente differenziale rappresenta sempre la tan- 
gente trigonometrica dell’ angolo compreso tra lo porzioni dell’ asse del- 
le a; e della tangente alla curva , contate dal punto dove tali retto 
s’ incontrano , c distese una ucl senso delle x positive , e l’ altra in 
quello delle y positive. 
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2.3Uoge d^.lx 


dx^ 

^/?.loga? 2. 3. 4 -log e 


dx^ 


cc. 


__ 2.3 
daA a:^ 

.Ix 2.3.4 

dx^ a?® 
ec. 


58. Le funzioni esponenziali a® ed a ® danno 


d.a^ 

dx 

dx* 

d^.a=^ 

dx^ 


= la. , ■ 
= (/fl)*rt® , 

= (/a)V, 


d.a~ 


dx 

d*.a-^ 


la. a 


.— a? 


dx^ 


dx^ 


= -^{laf<r\ 


oc. 


ec. 


E se alla base a si soslituiscc la base e dei logaritmi ne- 


pcriani , si ha più ! 

semplicemente 

rf.e®_ 


rf.e-® 

dx 

— C } 

dx 

d* .c® 

— e"® 

d*.e—‘ 

dx* 

— e? j 

dx* 

d\e- 

— /?* , 

d^.e—‘ 

dx^ 

— — L } 

dx^ 


= — e *, 


le *, 


— * 
■c , 


ec. 


ec. 


Pertanto la differenziazione della funzione e®, come fu già 
notalo nel n.“ 22 / riproduce costanlemenle questa funzione. 
E quando l’ esponente variabile x e affetto dal s^no ■— , la 
funzione primitiva è pur riprodotta , ma i coefficienti diffe- 
renziali sono alternativamente negativi e positivi. 

5g. Per le funzioni trigonometriche sen® c cosar si trova 

‘^ “”® cosx = »en =s — sena:=cos^® , 


dx 
J’.sen X > 


</jp* 


d^ 'Cos X 

• 8enx = »en(a*-4'*) , — = — cosxsscogf^-f-w) , 

</js* 
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4^. sena / , S«-\ cosa / Sft'\ 

— — j— =s — cosarssseD^jr-j-— ^ , — ^j—=: seno? = costar -+-—^ , 

sen jr , , d^.coi jr , ^ ' 

— — ^=senxssen(jr4-a«') > — ^-^=cosjr = cos(x-+-2if) , 

^'-'.scnj; / 5«-\ d-’.cosx f bV\ 

r-=cos«a$en( «H I , 3 — =* — »en« = c(»farH ), 

«icJ V * / V * / 


donde apparisce che le funzioni primilive sen :r e cos^r ri- 
lomano alla seconda differenziazione afielte dal segno — , 
cd alia (jiiarta col medesimo segno. 

6o. Giova tener presenti allo spirito le indicate notevoli 
proprietà delle funzioni semplici , ed è parimente utile il co- 
noscere la figura delle curve che vengono rappresentate dalle 
‘.stesse funzioni , e la cui discussione è assai facilitata dal- 
r espressioni dei coefficienti differenziali di primo e di se- 
condo ordine , conforme a ciò che si disse nel n.® 55. 

Sia io primo luogo 

y = x”*, d’onde ^ = = m ( 

dx ’ y ! 


La curva di cui a: è l’ ascissa eA y V ordinala presenterà 
diverse figure, secondo la natura dell’ esponente m. Noi 
supporremo da principio che questo esponente sia positivo 
e maggiore delr unità. Cosi la curva passerà per 1’ origino 
delle coordinate , ed essendo nullo con x il coefficiente dif- 


ferenziale di primo ordine , sarà toccata in tal punto dal- 
l’assc delle x. In particolare poi avremo a distinguere tre casi. 
• I." Se c. un numero intero e pari, anche m — 2 sarà 

pari , onde la y ed il suo coefficiente differenziale di secondo 
ordine saranno positivi , qualunque segno abbia la x. La 
curva dunque giacerà tutta al di sopra dell’ asse delle x , 
rivolgendo la convessità al basso della pagina, come si vede 
nella figura i3. Ma m — i essendo dispari, il segno del 
coefficiente differenziale di primo ordine sarà simile a quello 
della X , e perciò dal fianco delle x negative al crescere i 
valori algebrici di esse , o che torna lo stesso, al decrescere 
^i loro valori assoluti, le. ordinate decresceranno, e cresce- 
ranno poscia al crescere delle x positive ; per modo che 
r. ordinata nulla del punto (? sarà lu minore di tulle , o 
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cfuella che dicesi tnininia. Nè si creda che sia tale perchè 
millu ; impercioccliè aumcntniuto Uillc le ordinate di un qua- 
lunque numero costante c, la minima dello nuove ordinate sa- 
rebbe apertamente c, ed il cocflìcienfe dificrcnziale rimanendo 
lo stesso, andrebbe soggetto ai medesimi cambiamenti di segno. 
Inoltre l’ essere il segno del coefficiente dilTerenziale di 

{ )rimo ordine simile a quello della x è ancora cagione, che 
a parte positiva della tangente alla curva in un punto qua- 
lunque ( così chiamando per brevità quella parie le cui or- 
dinate son positive) formerà con l’asse positivo delle x un 
angolo acuto o pure ottuso , secondo che l’ascissa del punto 
sarà positiva o pure negativa. ' 

2 .” Se »» è un numero intero dispari, tale essendo pure 
m — 2 , la y ed il suo coefficienle differenziale di secondo, 
ordine avranno il segno stesso della x ; quindi la curva dal 
lato delle x positive giacerà al disopra di quest’asse, op- 
ponendo al medesimo ed al basso della pagina la sua con- 
cavità ; dal lato poi delle x negative giacerà al di sotto di 
quest’asse, rivolgendo la concavità verso il basso della pa- 
gina: come si vede nella (igura D’altronde — i es- 
sendo pari , il coetiiciente differenziale di primo ordine sarà 
sempre positivo , e perciò la parte positiva di qualunque tan- 
gente della curva s’inclinerà sotto angolo acuto all’asse po- 
sitivo dello X. ‘ 


' 3.“ Se m è un numero frazionario - e ridotto a minimi 

y 

termini, la curva sarà indicala dalla figura i3 nell’ ipotesi 
di p pari , c dalla figura i4 in quella di /> e y impari. 

Ma nell’ ipotesi di y pari, la parte della curva, giacente dal 
lato delle x negative più non esiste , divenendo immaginarie 
9 

le corrispondenti y = \JxP. Dal lato poi delle x positive questo 
radicale essendo reale, e potendo esser preso col segno •+• c col 
segno — , la curva avrà due rami affatto simili, uno al di sopra 
c l’altro al di sotto dell’esse delle x. Inoltre dal lato stesso delle 


X positive , il segno del coefficiente differenziale di secondo 


ordine essendo simile a quello di x9 = 
prositi vo o negativo secondo che si riguarda 


V x^ sarà 

come derivato 


i 9 9 

da + 0 da i— , cioè a dire secondo che si rife- 
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risc3 af ramo supcriore o inferiore della curva ; il primo 
dunque di questi rami sarà convesso e l’altro concavo ri- 
spetto al margine inferiore della pagina : come si osserva 
nella figura i 4 Da ultimo il coellicientc differenziale di 
primo ordine avendo esso pure segno positivo pel ramo su- 
periore , e segno negativo per l’ inferiore , l’ angolo compre- 
so tra le parli positive della tangente e dell’asse delle a: sarà 
acuto per un ramo, ed ottuso per l’ altro* 

6 1. In secondo luogo supponendo l’esponente positivo 
e minore dell’ unità , la curva passerà pure per 1’ origine 
delle coordinate , ma quivi sarà toccala (laU’asse delle y anzi' 
die da quello delle x , perchè l’ esponente di x nel coeffi- 
ciente differenziale di primo ordine essendo negativo , oue-- 
slo coefficiente diviene infinito quando = o. In particolare 
poi questo caso presenta rispetto di ja e y le tre medesime 
ipotesi del caso precedente , e confrontando fra loro i segni 
dai quali risulta affetto il coefficiente differenziale di secondo 
dvdine nelle ipotesi analoghe dei due casi , i medesimi si 
trovano essere contrari per rapporto ad ordinale di segni si-> 
nuli. Ciò dunque sarà cagione che le figure i 3 , i 4 - e 6is 
verranno rispettivamente rimpiazzale dalle figure i 5 , i6 e 
i6 Itis. ; ed è osservabile che la prima di queste ci mostra' 
la minima ordinata nel punto O, innanzi e dopo il quale 
il cocllicicnle differenziale di primo ordine ha segui diversi,' 
c passa dal — al -f- divenendo in O infinito. 

62. Supponendo finalmente che m sia negativo, 0 che 
torna lo stesso, voltando m in — w e ritenendo la suppo- 
sizione che 7ìt sia positivo , abbiamo 

I dì/ m di^y 

’ dx~~ + “ 

La prima di quest’ equazioni ci mostra che il valore as- 
soluto della X potendo divenir maggiore di qualunque nu- 
mero assegnabile , al modo stesso il valore assoluto della y 
potrà , (piando sia reale , divenir minore di qualunque nu- 
mero assegnabile , senza però divenire y attualmente nullo, 
come non potrebb’ essere x attualmente infinito. Da ciò segue 
che r asse delle x , da quella parte cui corrispondono valori 
reali della y sarà un assiololo della curva , e se le potrà 
considerare come tangente nel punto di ascissa infinita e di 
ordinata zero,. i>crchè quivi il coelficicutc differenziale di 
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pVimo ordine diventa nullo. E siccome l’ espressione di x 
m y sarebbe di forma simile a quella di y in x, ancora 
* r asse delle y , dalla parte cui rispondono valori reali della 
X sark un altro assinloio della curva , e se le stimerà tan- 
gente nel punto di ordinata inGnita e di ascissa zero. 

Quanto alle ipotesi che questo caso può presentare, è chia- 
ro che sono tutte quelle dei due precedenti ; e per ciascuna 
si può osservare che le ordinate della nuova curva pareg- 
giano , sotto eguali ascisse, l’unità divisa per le ordinate 


deir analoga curva primiGva j essendo queste espresse da x”*, 

1 


e quelle della nuova curva da x”*. Mediante questa osser- 
vazione, è facile ravvisare che le curve relative al presente 
caso avranno la forma 

1. ” della Ggura 17 dipendente dalla Ggura i 3 , quando 
m è maggiore dell’ unità , e pari o di nuinerator pari ; 

2. ° della stessa Ggura 17 dipendente dalla Ggura iG , 
quando m ò minore dell’ unità e di numerator pan; 

3 . ° della Ggura 18 dipendente dalla Ggura quan- 
do m c maggiore dell’ unità , c dispari o di numeratore e 
denominatore dispari ; 

4 -'’ della stessa Ggiira 18 dipendente dalla Ggura 16, 
quando m è una ' frazione di termini dis|)ari ; 

5 .** della Ggura 18 òts dipendente dalla Ggura i 4 òis, 
quando 7» è un numero frazionario maggiore d^ell’ unità , e 
ai denominator pari ; 

G.° e Gnalmenle della stessa Ggura 18 dipendente dalla 
Ggura 16 bis, quando ?n è una frazione di denominator pari. 

Il dover tutte queste curve aver gli assi delle coordinate 
per assintoti , ed ancora per tangenti nei loro punti inGni- 
tamenle lontani , basta per se solo a determinare se debba- 
no rivolgere la convessità 0 la concavità verso il basso delia 
pagina , e se le parti positive delle loro tangenti debbano 
comprendere angoli acuti od ottusi con l’asse positivo delle 
X ; ma è facile ed utile osservare come queste circostanze 
sono confermate dai segni dei coelGcienli diGerenziali di pri- 
mo e di secondo ordine. 

63 . Per la funzione logaritmica abbiamo 


y^ìogx 


ii 

dx 



<£e* 


log« 
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Quindi essendo y — o quando ar = t , crescendo nel senso 
negativo indeQnitam'cnte la y quando la x positiva si avvi.- 
cina ìndeGnitamcnte a zero , e in fine divenendo immagina- 
ria la y quando la x diventa negativa , ne segue che la 
curva {Jig. ig ) espressa dall’ equazione y = log x taglierà 
sull’asse delle x la parte OA = i , avrà per assintoto l’asse 
negativo delle y , e giacerà tutta dal fianco delle a: positive’. 

Il coefficiente differenziale di primo ordine, infinito quan- 
do x=:o, e d’altronde sempre positivo, ci mosfra anche 
qui che l’ assintoto è come tangente della curva nel punto 
x = o,y = — 00 , e che in ogni altro punto della curva 
la parte positiva della tangente inclinasi all’asse positivo 
delle X sotto angolo acuto. 

In fine il coefficiente differenziale di secondo ordine, senv 
pre negativo , annunzia che tutta la curva rivolge la sua 
concavità verso il basso della pagina. 

64 • La funzione esponenziale a‘‘ dandoci 

y = a^ , ^ = /a.a® , (/a)*a® , 

" ’ rfa? dx* 

è chiaro che quando a è un numero positivo , per tutti i 
valori reali di x da — co a -f- oo sono insieme reali e po- 
sitivi i valori di y , e dei coefficienti differenziali di primo 
e di secondo ordine. La curva dunque giacerà tutta al di 
sopra dell’asse delle x rivolgendo al medesimo, come al 
margine inferiore della pagina, la sua convessità; e la parte 
positiva d’ogni sua tangente farà con l’asse positivo delle a; 
angolo acuto : come si vede nella figura 20 . 

Se inoltre suppongasi c >• i , l’ ordinata crescerà indefi- 
nitamente dal fianco delle x positive ; e decrescendo in si- 
mil modo dalla parte delle x negative, da questa parte l’asse 
delle X sarà un assintoto della curva. Per contrario sarebbe 
assintoto della curva l’ asse delle x positive se fosse a i, 

o che torna lo stesso , se si cambiasse a io , ritenuta 

a 

r ipotesi c >• I : ed in vero , l’ equazione della curva dive- 
nendo per tal modo 
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quésto caso rivierte al precedente cambiando le x positive 
iiell(j negative , e viceversa. 

Del resto siccome l’ equazione y=:a^ conduce subito al- 
l’altra x = \o"y , prendendo a per base dei logaritmi, è 
.visibile clic la curva di cui ora si tratta non differirà da 
quella del numero preccdeule quando si cangi x in y ed 
y in x •. e però 1’ una c l' altra hanno il nome comune di 
loyarilmiea. 

Resterebbe a considerare il caso che nella funzione a® vo- 
lesse prendersi per a un numero negativo , ma questa fun- 
zione cesserebbe allora di dar valori continui, e non poten- 
dosi avere che dei punti isolali (in quel numero per altro 
che si vuole) corrispondenti ai valori di x espressi da nu- 
meri interi o da frazioni di denominatori dispari , cessereb- 
be di esservi curva propriamente detta. Per questa ragione, 
quando in seguito si tratterà di un sistema qualunque di lo- 
garitmi , supporremo sempre che la base a del sistema sia 
un numero positivo c maggiore dell’ unità. 

6o. Ili proposito delle quantità esponenziali tratteremo an- 
2 

cara della funzione , ohe si presenta in varie applica- 
zioni importanti , e che ci dà l’ equazioni 




— 34T.e 




= 2 ( 23 )* 



La prima di queste rimanendo la stessa quando si cam- 
bia X io. — X , ci fa vedere che la curva resta divisa in 
due rami eguali dall’asse delle y, su cui l’ordinata Oli 
2 i ) pareggia T unità. E chiaro inoltre che le ordina- 
te son tutte reali c positive , e che possono decrescere in- 
defìnitamenle al crescere che faccia in simil modo la x. La 
■curva dunque giacerà tutta al di sopra dell’ asse della x , 
cd avrà per assintolo quest’ asse prolungalo dall’ una e dal- 
r altra parte. 

Il coefficiente differenziale di primo ordine h positivo quan- 
do la 3) è negativa , nullo con la 3) , c negativo quando 
la X è positiva. Quindi, per la nota del n.® 55, al cresce- 
re della X le ordinale cresceranno sino alla OB , e poscia 
decresceranno , per modo che la OB nè sarà la massima. 
Cosi dunque bel presente caso > dove al crescere della x il 
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segno del coefficiente differenziale di primo ordine passa 
al — , divenendo zero in un punto intermedio , ab- 
biamo in questo punto un’ordinata massima, come ne ave- 
vamo una minima nei punti 0 delle figure i3 e jS , in- 
nanzi e dopo i quali quel coefficiente avea pure segni 
diversi , ma passava dal — al , divenendo nullo nel 
punto 0 della figura i3 , ed infinito nel punto 0 della fi- 

medesimo coefficiente differenziale diviene anche zero 
( come sarà, dimostrato a suo luogo ) quando ar = ± » ; 
dunque altresi per la curva di cui qui si tratta, può dirsi 
che r assintoto la tocchi nei punti infinitamente lontani , ed 
aventi per coordinale x — ±<x>,y = o. 

Il coefficiente differenziale di secondo ordine ci è qui più 
utile che nei numeri precedenti , poiché essendo negativo 

quando 2 X* — i -< o , ossia quando il valore assoluto della 

X è minore della distanza OP—-^, e positivo quando ol- 

K a 


trapassa questa distanza , ne viene in conseguenza che la 
curva oppone la sua concavità al basso della pagina nell in- 
tervallo MBM , e che in tutto il resto gli presenta la con- 
vessità -, ond’ é che tali punti M , innanzi e dopo i quali il 
coelficiente differenziale di secondo ordine han segni diversi, 
diconsi punti d ’ inflessione , o di flesso contrario. 

66. Passando finalmente alle funzioni semplici trigonorac- 
trichc , abbiamo per rapporto al seno 


ily d^y 

■ ieax = coi X , — = ■ 
dx^ 


Quindi essendo y = o quando a: = o , = ±; ■»• , = rh , 
= ± 3ir , oc. la curva taglierà l’asse delle x nella origine 
delle coordinate , c nei punti che ne distano per gli archi 
■K , 2'ff , 3 ir , ec. da amenduc le parli : {fly. 22 )• 

Per le indicazioni poi del coefficiente differenziale di pri- 
mo ordine la parte positiva della tangente formerà angolo 
scmiretto coll’ asse delle x positive nei punti o , stt , 4'Z' , ec. 
— 2 <k , — 4'’'' > cc. e con quello delle x negative nei punti 
7 T , 3if , ec. — ir , — 3 ir , ec. Inoltre dai segni del medesimo 
coefficiente differenziale si deduce agevolmente che le ordi- 
nale di maggior valore assoluto, ed eguali all’unità, han luo- 

9 
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go nei punii M le cui ascisse pareggiano gli archi ^ ~ > cc. 

ve' 3^ 

, , oc. : come d’altronde si sa dalla trigonometria, 

a a «j ■ 

Il segno del coelBcicnte differenziale di secondo ordine es*. 

scudo contrario a quello delle ordinate, ciò produce i.^che 

la curva oppone la concavità al basso della pagina dove le 

ordinate son positive , e la convessità dove sono negative ; 

2.® e che nei punti o , ir , 2ir , ec. — ir , — 2ir , ec. dove 

l’ordinata ò nulla, la curva subisce altrettante inflessioni. 

Siccome poi è evidente che (questa curva , detta sinusoide, 

si prolunga indefinitamente nei due sensi delle x positive c 

delle X negative, e che presenta una serie di parti identi> 

camente uguali a quella compresa tra o e 2ir , così questa 

proprietà si esprime dicendo che l’ordinata è una funzione 

periodica delr ascissa. 

67. Per riguardo al coseno, siccome cos a? = sen 

c chiaro abbastanza che la figura della curva espressa per 
r equazione y = cos x, è nella sua totalità perfettamente la 
stessa che la precedente, non trattandosi che di portare più 

indietro l’origine delle x per l’ intervallo 


VH. Differenziali successivi delle funzioni 
di più variabili. 

68 . La nozione dei differenziali di ordine superiore esfen> 
desi facilmente alle funzioni di più variabili , perchè la dif- 
ferenziazione di queste funzioni si esegue sempre operando 
separatamente per rapporto a ciascuna delle variabili. 

Sia in primo luogo , come nel n.° 4 o , la funzione 

a— /(^»y) 

delle due variabili indipendenti a; ed y. Si è quivi mostrato 
che il differenziale Male di primo ordine di questa funzione, 
espresso da 
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,.dz 


dz 


è la somma dei due differenziali parziali •» c ^ </y, 
presi rispettiTamente consideraado o)me variabile ora arsola^ 
ora V sola : e le funzioai di ar ed v , indicate da ^ c 

^ • dx dy 

sono i coefficienti diflerenziali parziali di primo ordine dclTa 
funzione z , presi rispettivamente j^r rapporto ad a: e per 
rapporto ad y. 

Ora l’operazione delia dilTerenziazione si può egualmente 
applicare all* espressione di dz, in cui dx e dy riguar- 
dano come fattori costanti; e per trovarne il dillbrenzial to- 
tale , basterà applicar di nuovo a ciascuna delle parli com- 
ponenti queir espressione il principio : che il differenziai to- 
tale pareggia la somma dei differenziali parziali. Poiché dun- 
que il risultamento di questa nuova differenziazione chiamasi 
differenziale totale di secondo ordine della funzione pri- 
mitiva z , e si indica semplicemente con d^z , l’ espressione 
di questo differenziale di secondo ordine sarà da principio 


rf"z 


id^Jt rfi \ (d± d± \ 

+ \-£^ 

Ma siccome abbiamo già rappresentalo nell’ articolo prece- 

.dz 

dente il coefficiente differenziale — j— con — , l’ analogia 

* dx^ ® 


conduce a rappresentar similmente 
,dz 


fi— d 

“dx d’z dy d*z 

con r- , — , • con 


Tt ì e 

lyilx dy 


dy dxdy ’ dx uyitx ay 

dunque in luogo dell’ espressione prcceclenlc avremo 

o pure , se si vuole , 


d\ = dx-^ + + ff) drdy 

dx \dxdy dydx) 


+ — 'ly - 
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la questa espressione del secondo dilTerenzial totale delia 
d‘z 

funzione z, il simbolo — rappresenta il coelEcicnte dilfe* 
rfr* 

renziale di secondo ordine della funzione proposta , preso 

considerando come variabile la sola x. Il simbolo -r-r di* 

dxdy 

nota che da principio si è preso il coefficiente differenziale 
di primo ordine della funzione z riguardando x sola come 
vanabile , e che poscia si è preso il coefficiente differenziale 
del risultato riguardando come variabile la sola y. Per con- 
</“a 

Irario -j-y- dinota che prima si è trovato il coefficiente dif- 
dydx 

ferenziale di primo ordine di z per rapporto ad ^ , e poi si 
è preso il coefficiente diUerenziale del risultato per rapporto 
rf*z 

ad X. Finalmente — - esprime il coefficiente differenziale di 

secondo ordine di z , considerando come variabile la sola y. 
6g. Frattanto noi andiamo a provare che i due coefficienti 

differenziali -r~r e -r-r sono di necessità eguali fra loro. 

dxdy dydx ° 

Difatti , richiamando le nozioni presentate nei numeri 4^ e 

dz 

seguenti , abbiamo che ^ ^ d limite al quale si avvicina 




a misura che Ax impicciolisce , e che perciò 
limite verso cui tende 


dxdy 


sarà il 


JXx-hAx ,y-t-Ay) —f(x ,y-hày) f(x-h^,y)—(x,y) 

a* a &x i^x 

Axiy Ay 

a misura che Ax e Ay convergono verso Io zero. Parimen* 
dz 

tC} essendo ^ il limite al quale si avvicina 

Az_ /(g,y- 4 -Ay) — (x,y) 

Ay Ay 
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menire à.y leade a direnir nulla , sarà 
cui tende 


dtjdx 


il limite verso 


/[a;-»-Aar,y-f-Ay)— /(a?-4-Aa;,y) 

A** Ay I ^Ay 

AyAx " 

allorché e ùk.y convergono verso lo zero. Dunque , non 
essendo quest’ ultima quantità diversa dalla precedente, anche 

</“a I 

dxdy dydx ’ 

quanto dire che in ogni funzione di due variabili , il 
coefficiente differenziale di secondo ordine preso per rap- 
porto a tutte due è identicamente lo stesso , con quatun- 

f ue ordine siensi esse riguardate come costanti una dopo 
altra ; cosicché l’ ordine delle differenziazioni non influisce 
punto su i risultati. 

Segue da ciò, che l’espressione del differenziale di secondo 
ordine della funzione z può ricevere la forma più semplice 


i loro limiti saranno eguali ed avremo 


•a d*z . g , d*z j j rf“a , , 
o “z s= — dx + 2 -y-j- dxdy 4 - — dy . 

dxl dxdy dy* ^ 

70. L’operazione della difièrenziazione può applicarsi egual- 
mente a questa espressione , e per avere il diimrcnzìal totale 
di terzo ordine di z si comincerà dal diflerenziare ciascuna 


delle funzioni per rapporto ad a: e per rap- 

porto ad y. Poscia si moltiplicheranno i tre differenziali così 

trovati per dx* , %dxdy , e dy* rispettivamente , e dopo ciò, 
osservando che in virtù della proposizione dimostrata nd 
n.° precedente si ha 

d^z tffz ^ d^z d^i 


dxdydx dx*dy ' dy*dx 
la somma dei prodotti ci dafà 


dxdy* 


A=^<fe’+ 3 -^ 

</** dx*dy 


dx"‘dy+ 3 -^-^xdy*-^ li rfy* 

dxdy* dy^ 


4 * 
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, Proseguendo alio stesso modo si troverà in generale: e/” 2= 


rf"* , _ , nfn— i) eP*i 

(te* daì^^dy 


-ix^Vy* 


tìTy- ^ 


espressione la cui analogia con quella dello sviluppo della 
potenza intera e positiva di un binomio , è così manifesta 
che si può scrivere 




a patto di cambiare cfz” in </”z dopo lo sviluppo della po> 
lenza. 

71. I casi nei quali le variabili indipendenti sono più di 
due non han bisogno di nuove considerazioni. Per darne un 
esempio sia 


11 differenziale totale' di primo ordine sarà pel n.° 
dz = ‘^ do+ ^dx + ^dy. 

dv dx dy '' 


dx 


Differenziando poscia questa espressione, e ponendo mente 
. che dv ,dx , dy debbono riguardarsi come fattori costanti , 

e ciascuno dei tre simboli $ , ^ ^ come funzione delle 

dv dx dtf 

tre variabili indipendenti v ,x ,y ^ si troverà per differen* 
zial totale di secondo ordine 

j, d*z (P-z Pz / Pz , , Pz , j Pz , j\ 

d*z= — (£r*H iu®-4-a( -y-;-dvdx-^-T-Tdvdu-\r^—ràidy 1. 

dP \^dx dody ^ dxdy *'/ 

In generale si può scrivere 


a condizione che dopo lo sviluppo si volti </z" in (Pz. 


«- 
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VIIL Differenziali mcceBsivi delle funzioni 
implicite. 


72. Sia , come nel n." 43 , Y equazione 
f{r , y) — o, 

dove a: è la variabile indipendente , ed y una funzione di 
X data implicitamente per virtù dell’ equazione. La quistiono 
riducesi a trovare in a? ed y , senza risolvere l’ equazione , 

r espressioni dei coefficienti differenziali ~ ^ ^ , ec. 

della funzione y. 

Quanto alla prima , abbiamo nel citato numero l’ equa* 
zione derivata ai primo ordine > 

£ 

£-\- ££ = o y e per effetto di essa % — — ^ 
dx dy dx ^ dx dj 


dy 


Se ora si differenzia nuovamente questa equazione , aven- 
do presente che le funzioni indicate ^ ^ contengono 

ad un tempo le due variabili x ^y ■, c che y si dee riguar- 
dare come una funzione di , si troverà f equazione deri- 
vata di secondo ordine 


dx* dxdydx^ Jy» 


'(ii\\£€y=^o 

V rfa: / ^ dy * 


da cui si cava , dopo aver sostituito per ^ il precedente 
valore , 


€l 

dx* 


Jx'' 

m 

\‘-2-£t££+£^i 

' . dxdy dx dy~ jyi ' 


( 

[%) 

' >y 


E similmente, per via di nuove differenziazioni, sì trove- 
ranno le ulteriori equazioni derivale che determinano le fun- 
zioni derivate o , cn è lo stesso , i coefficienti differenziali 
degli ordini superiori al secondo. 
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73. Le medesime nozioni si applicano ai casi, nei quali si 
avesse un maggior numero di equazioni e di variabili ; poiché 
tulio si piducc ad applicare il procedimento della differenzia' 
zione , alKn di ottenere cosi l’ equazioni derivate di ordine di 
più in più elevato, dalle quali mi si caveranno l’ espressioni 
dei coeiJicìenli differenziali delle funzioni date soltanto im- 
plicitamente. INoi dunque non aggiungeremo al caso prece- 
dente se non due altri , i più semplici dopo il medesimo. 

?ie! primo supporremo che si abbiano le due equazioni 

/(a?,y,2) = o, F{x ,y ,z)=^Oy 

dove presa x per variabile indipendente, saranno y e z due fun- 
zioni di questa variabile, date implicitamente per virtù dell’ e- 
quazioni. Differenziandole una prima volta e poi dividendo per 
ax , avremo ( n.“ 27 ) l’ equazioni derivate di primo ormne 

dx'dtfdx dz dx ^ ’ dx dy dx dz ^dx ** ’ 
dalle quali coi noti metodi si dedurranno in x ,y e z 




dFJf 

d±d£_ 


^ 

dx dz 

dx dz dz 

dx dy 

dx dy 

dx 


dF dj' dx~ 

dj_d^_ 

dF^ 


dy dz 

dy dz 

dy dz 

dy dz 


In seguilo differenziando un’altra volta l’cquazioni preceden- 
ti, e poi dividendo per dx, senza perdere di vista che i simboli 
^ ^ ^ dF dF ^ 
dx ’ dy ’ dz * dx ’ dy ’ dz 

dinotano altrettante funzioni di x ,y ,z , troveremo l’ equa- 
zioni derivate di secondo ordine 


dxdy dx dxdz dx 


dydz dx dx~^ j^j*\dx ) dy jj.* 


d£d^ 

d^dx‘ 


+ -f. 

dxdy dx dxdz dx \dx / 

^ d^F dy dz d^F / dz'Y dF d‘y dF d^z 
dydz dxli'^£J\,h) ’^ly dx^^^l? 
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dalle quali si caTcranno al bisogno l'espressioni analiticlie di 
— e — m a: , V e * I dopo aver sosluuilo por - - c — 
i valori precedenti. 

Continuando allo stesso modo , si avrebbero i coefficienti 
differenziali degli ordini sii|)eriorì delle funzioni y e z. 
Supponghiamo ora che l equazione sia una sola 

f{x ,y ,z) = o , 

e che delle Ire variabili x ,y ,z le due indipendenti siano, 
al solilo , ar ed y. I coefficienti differenziali parziali di primo 

ordine della funzione z , indicati dai simboli -7- c -7^ si de- 

dx dy 

sumeranno dalle analoghe equazioni derivate parziali di pri- 
mo ordine 


■dx dz dx 




{Y). 


date già nel n.® 4ì>* Qui dunque si tratta di ritrovare l’e- 
tjuazioni derivate parziali degli ordini superiori, affin di po- 
terne dedurre gli analoghi coefficienti differenziali parziali. 
Tfel secondo ordine questi coefficienti differenziali sono tre 
{ numeri 68 , 69 ), e vengono indicati dai simboli 


dx* ’ ~~ ^'Jdx ’ dx* ' 

Or per trovare il primo b chiaro che bisogna far capo 
dall’ equazione (X) , la quale siccome contiene —, se si dif- 
ferenzia di nuovo per rapporto ad x ( tenuta costante la y), 
c poi si divida per dx , presenterà necessariamente — . Cosi 

dx* 

dunque operando , ed avendo presente che ^ c ^ son sim- 
boli di funzioni che in generale contengono x ,y , avremo 


11 


I , dz d*Jd£_ d£d^^ 

dx* dxdz rfj* dx* «/a dx* 

secondo dei notati coefficienti differenziali 

IO 


[XX). 
di secondo 


or- 


Digilized by Googte 



ds. 


tline pili nversi egualmente (69) differenziando — per rap 


di 


porlo ad , 0 pure differenziando ^ per rapporto ad x- 

Praticando dunque l’una o l’altra di queste differenziazioni 
sull’ equazione (A') o sull’altra (Y), avremo la derivata 
parziale di secondo ordine relativa ad x e y: 






;=0 (XY). 


dxdy dydz dx dxdz dy ' dx dy d% dxdy 

Finalmente il terzo dei richiesti coefficienti differenziali es- 
sendo analogo al primo , avremo l’ equazione da cui esso 
può cavarsi differenziando per rapporto ad y l’equazione 
\Y), e poscia dividendo per dy : ciò che darà 

+ + = o (YY). 

dy ^ Jyi dz Jy» ' ' 

È chiaro adesso che sostituendo nell’ equazioni (AJf), 
(A'F) , ( YY) i valori ^ ® ^ >0 ^ > y 1 2 dedotti daì- 

r equazioni (A) , ( F) , si potranno aver parimente in x,y,z 

... . d^z 

l’espressioni dei cocflicienti parziali di secondo ordine , 

dx* 

d'z 


dxdy 


; , e , senza punto risolvere la proposta equa- 


zione f( X ,y ,z) = o per rapporto a z. 

I medesimi principi servono di guida nella ricerca dei 
coefficienti diHcrenziali parziali di ordine più alto. 


IX. Camòiamento della variabile indipendente. 


74. Nel n.° 2 abbiamo indicato la necessità di distingue- 
re in ogni qubtione le variabili indipendenti , ossia quelle 
i cui valori sono arbitrari , c le variabili che son funzioni 
di esse ; e queste nozioni sono state riprodotte nel n.° 43 * 
Le operazioni analitiche che costituiscono il calcolo differen- 
ziale sono essenzialmente fondate su tal distinzione , che 
suol’ essere conservata in tutta l’ estensione di tali operazioni, 
perchè le differenziazioni successive si éffettuiscono sempre 
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considerando come fattori costanti i diOerenziair delle >’ana* 
bili indipendenti, e facendo variare ( coin Ò di ragione ) i 
differenziali delle rimanenti variabili. Nondimeno , adope- 
rando certe trasformazioni si può, nel corso di un calcolo, 
sostituire nuove variabibi indipendenti a q<ielle da principio 
fissate. 


Per dare una idea giusta delle trasfbrmazioni di cui si 
trutta , supporremo che la ricerca di. una determinata fun- 
zione di X , concernente upa data equazione tra ed y 
(come a dire una data curva), abbia avuta. por risullamen- 

-, du d*y d^u 

to una certa forraola espressa la x ,y , — - , ~ , ec.; 


o pure che la risoluzione di. un problema abbia data l’ equa- 
zione ' 


„ / du d'y d^y \ 

In amenduo i casi la x , com’ è chiaro , si suppone presa 
per variabile indipendente , e la y per funzione di x. Or 
questo essendo lo stato delle éose , suppoughiamo che nella 
formola o nell' equazione F— o , la a: debba cessare di' 
esser presa per variabile indipendente , e che in sua vece 
se ne prenderà un’altra indicata per L Con ciò s’intende diro 
che ir ed y si riguarderanno come funzioni di /, senza che 
per questo cessi di sussistere la dipendenza stabilita primi- 
tivamente fra queste variabili x ea y, nel caso della for- 
mola; o quella che vien determinata per virtù deircqua- 
zione F=o. La relazione fra / ed ar e y debb’ esser data 
sia con una equazione fra / ed a: , come ^ {i , x) = o ; 
sia con una equazione fra ^ ed y , come i'(^,y ) = o; 
sia finalmente con una equazione fra le Ire variabili, come 
n(/,ar,y) = o. 

Ciò posto, è visibile che le funzioni espresse dai coefficienti 
difierenziali ^ ec. conlenuti nella data formola , 


o nell’ equazione F=o , debbano esser rimpiazzati da fun- 
zioni equivalenti, ma espresse mediante i coelficienti differem 
ziali di a; e di y presi per rapporto a t. Per ritrovarle os- 
serveremo semplicementa che quando ar è funzione di /, «d y 
è funzione di a: , si ha , per la regola del n." , 
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Jy dy dx 

di dx di ’ 


I . . dy di 

da CUI 8t cava -is=— : 
dx dx 

di 


cflprcssiuDc che debb’ essere sostituita a ^ nella supposta 

formolo , 0 nell’ equazione /’= o. 

Questa prima espressione ci darà di mano in mano quello 
dei cociBcienli differenziali degli ordini superiori. Ditatti , 
avendo riguardo che ora si considera t come variabile in- 
dipcndeute , e qoindi dt come quantità costante ; se si dif- 
ferenzia per rapporto a / la seconda dell’ equazioni prece- 
denti con applicare di nuovo al primo membro' la regola 
del n.” 24, ed al secondo membro la regola data nel n .* 29 
per le funzioni fratte , si troverà 


d'y dx 


da cui si desume 




dx d^y dy d“x 

^ ~dÌ^~"dl~jp 



dx d*y dy d“x 

* ^ 



Parimente differenziando i due membri di questa equa- 
zione colle stesse regole, e poscia dividendo per ^ , si avrà 


' dx^ 


Q 

^dxd’‘xd^y^^dy 
' di^ ^ dt* dt* 

m 

1 * dx dy d^x 
1 ~dtdi'^ 

1 

m 



I 


e così appresso. 

75. Quest’ espressioni di ^ ^ » 
derc più semplici , soppiimeadovi il 


dx^’ 


ec. si possono ren- 


di che racchiudono allo 
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stesso ^rado nel numeratore e nel deaominafore , purché 
dopo CIÒ non si perda di vista che le due variabili or ed y 
son considerate come funzioni di una terza variabile. 1 sim* 
boli frazionari che per tal mezzo si ottengono , cioè a diro 

dy dxd^y — dyd^x 


rfar® d^y —Zdxd^xd^y -^-idyd^x* — dxdyd^x 
_ 


I 


ec. 


sono visibilmente di grado zero per rapporto a d, avuto ri- 
guardo al signiGcato convenzionale di dx^, dx^ , dx^, dx'^j 
non che a quello del simbolo rf*ar* che per brevità tiene le 

veci del quadrato di d^x. Inoltre essi per ciascuna equazio- 
ne tra X eà y f equivalgono a funzioni determinale di x , 
sebbene la variabile /, di cui x ed y si riguardano come 
funzioni per effetto di quell’ equazione c dell’altra fra t , x 
ed y , si possa cambiare a volontà con quest’ altra equazio- 
ne ; e con ciò si vengano a cambiare puranebe i differen- 
ziali dx , dy , d^x , d*y , d^x , d^y , ec. che in virtù delle 
due equazioni equivalgono (yS) ad altrettante funzioni di i 

moltiplicate per di , di* , dt^ , ec. (*). 

Da ciò risulia che se una espressione analitica in x ,y ■, 

dx , dy , d*x , d*y , ec. siasi trovata come risultamento di 


(*) Ciò si può verificare facilmente su qualsivoglia funzione esplicita di 

X , come y <=: x”* , y = log x , y = seu x , ec. considerando come va- 
riabile il dx nelle dilTereoziazioni successive, e si può anche chiarire 
per via di considerazioni geometriche : difatti , sia che una curva sì 
i»struisca trovando i valori di y immediatamente da quelli di x , me- 
diante la data equazione fra x 'ed y ; sia che gli uni e gli altri si de- 
ducano dai valori di una terza variabile t , di cui x ed y si facciano 
e^r funzioni con supporre fra /, x ed y un’equazione arbitraria, la 
curva sarà la stessa ; la stessa sarà la tangente in ciascuno dei suoi 

punti, dalla quale sappiamo (8) che dipende il valore ^ > lo stesso 
sarà il cosi detto raggio di curvatura, da cui a. suo luogo vedremo di- 
pendere il valore di — ; ec. 

d»* 
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qualche ricerca relativa ad un’ equazione tra ar ed y , ossia 
ad una curva , ma siasi trovata mediante la considerazione 
dei differenziali anzi che del coeBicienti differenziali , e senza 
essersi tenuto costante il differenziale di veruna quantità va- 
riabile , o che torna lo stesso , senz’ aver fissata una varia- 
bile indipendente ; tale espressione non potrà veramente rap- 
presentare la richiesta funzione, e dovrà stimarsi affatto insi- 
gnificante se non sarà di grado zero per rapporto a. d , e 
se di più non potrà ridursi a contenere soltando x , y , 

— , — . ec. mediante le sole relazioni esistenti fra dx r 


, ,a n ày d'y 

r/y , rf'a: , </*y , ec. e ^ , ec. 

Queste relazioni si esprimono con molta seimlicità chia- 
mando , come nel n.® > P > ? j »* » cc. i coefficienti diffe- 

renziali di y. infatti , stando alla definizione ( 4g , 5i , 53 ) 
di questi coefficienti, abbiamo 


dx ^ ^ dx * ^ dx 


ec« 


e quindi 

dy=pdx, dp — qdx, dqs=irdx, ec. 

Ora prendendo i differenziali succokìvì della prima di que- 
st’ equazioni per rapporto a tutti i simboli che racchiude 
(perchè tutti variano con /), e nei risultali sostituendo i 

valori di dp ^dq y ec. troviamo par dy , d^y , rf’y , ec. le 

seguenti espr^ioni in />»?>»• » ec. dx y d'x ydxy ec. 

dy = pdx 

d‘y = dpdx + pd^x = qdx* +pd*x , 
d^y = dqdx* -f- zqdxd^x + dpd^x ■+• pd^x 

= -+■ Zqdxd*x + pd^X y , 

ec. 

Dunque colla sostituzione di questi valori di dy ,d*y,d y, ec. 
r espressione analitica di cui più sopra era niscòrso, dee ri- 
sultar Ubera anche dai simboli dx , d*x , d^x , ec: senza -di 
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che non sarà buona a' rappresentare' veruna funzione fini* 
ta di X. 

A questo segno si riconoscerà subitamente , per esempio , 
che delle due formole 


( tfo* -4- rfy* )* d'*x{di> 

dxd^y -r dyd^x. dx ( dxd^ y — dyd^x ) 

la sola prima può esprimere una funzione determinala di x\ 
perché sostituendo pdx , e qdx* pd^x in luogo di dy e 
cf*y, divengono rispettivamente • ■ 

■ 5 

76. Ma se mr contrario siasi riguardato come costante il 
difierenziale m una variabile /, data in a? ed mediante una . 
equazione fra / , a; ed y , si potrà esser certo che T espres- 
sione analitica in parola , solo che sia di grado zero per 
rapporto a d, rappresenta una funzione determinata e finitq 
di X ; perché mediante la detta equazione, e la proposta fra 

a? ed y , i differenziali dx i dy ^d^x , d*y , ec. si possono 
esprimere (73) con altrettante funzioni di / , ir ed y, molti- 
plicale pei fàttorì df,dt^,'ec. i quali nella sostituzione deb-' 
Jmno svanire necessariamente, atteso il ^rado zero dell’e- 
spressione rapporto ad. 


(*) Un geometra disllnto, Cartwt , e quel che più rileva, nn geo- 
metra che ha profondamente studialo il metodo infinitMimale , ha ^to 
questa formola per espressione della cotangente trigonometrica delf an- 
golo che, -in una curva qualunque, si contiene dalla tangente^ e dalla 
retta che unisce il contatto col punto medio di una corda, parallela ed 
ìnGnilameule vicina alla tangente ( Géométrie^ de Position, pag. 4-77 )* 
Poiché dunqud una tal formola non vale ad esprimere funzione alcuna, 
ciò prova per lo meno che nelle ricerche difficili, e che esigono la con- 
siderazione di quantità infinitesime di vari ordini, il metodo infinitesimale 
non è sempre la guida più sicura. Difafti col metodo più rigoroso dei 
limili o dei coefficienti differenziali, il detto- angolo si trova dipendere 
ad un tempo dai coefficienti differenziali di primo., di secondo e di 
terzo ordine. CVedi le ricercà^ amlitùAe iuila imiyliansa delle cur- 
vt ec, Napoli i8s5 ). ' 
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E se la Tariabile /, o anche solo <//sia dala espUcItamentè 
in ar ed ^ , le precedenti equazioni {A) unitamente alle al* 

tre </V = o , d^t—o , ec. che -nascono dall’ essere dt co- 
stante , basteranno a ridurre l’ espressione di cui si tratta 
in X ,y ,p ,q ,r , ec. Così per esempio , la formola notata 
come insigniucante , non sarebbe più tale qualora si suppo- 
nesse trovata nella ipotesi che jj/dx“ -4- dt/‘ fosse costante, 
perchè ne seguirebbe 

d. [/ dx* -4- dy* = 0 , ossia dxePx + dyd*y = o , 


e quindi sostituendo in quella iormola i valori di dy , d’y 

e dati per questa equazione e le due prime equazio- 
ni (^A), il risullamento sarebbe scevro da simboli differenziali. 

Simili osservazioni , e simili risultamenti han luogo ancora 
quando una formola , o pure un’equazione contiene più fun- 
zioni cognite o incognite di x coi loro coefficienti differen- 
ziali ; e merita particolare attenzione il caso che queste fun- 
zioni siano due , y e z , perchè si riferisce in geometria allo 
curve esistenti nello spazio. Allora l’espressiooi dei coefficienti 


differenziali 


* £z 


dh 


ec. si deducono da quelle tro- 


vate (74) per ~ , ec. cambiando y in « ; e detti 

per semplicità P , Q , R , ec. quei coefficienti differenziali , 


le relazioni tra P, Q, /?, ec. e i differenziali dx,dz, d^x , d^z, 

d^x , d^z , ec. si deducono parimente dalle relazioni (A) cam- 
biando y in z, e p,q,r, ec.in P,Q,R, ec. Quindi per virtù 
dcll’une e dell’altre relazioni dovrà tornare espressa in a: , y , z, 
p ,q ,r , ec. P, Q, R , ec. ogni espressione di ar , y , z , 

dx ,dy ,dz, d*x , d*y , d^z , d^x , d^y , d^z , ec. che rap- 
presenta una funzione determinata di ar , e che non presup- 
pone alcun differenziale costante. Ma per rappresentare una 
simile funzione, basterà die la formola sia di grado zero per 
rapporto a d , quando si presuppone che un differenziale qua- 
lunque dt , dato in X ,y t z f dx , dy Q dz , sia costante ; 

poiché allora l’ equazioni cf*/ = o , rfV=so , ec. che emer- 
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gono (la lale .ipotesi , di unita alle dette relazioni basteranno 
a liberarla dai simboli differenziali. Così por (jsempio, sup- 
ponendo dl — \/dx^ -f- dìf -f fife®, r equazioni d*( = o , 
d^l=so, oc. vengono espresse nel seguente modo: 

dxd^x •+• dyd'xj + dzd'^z = o , 

rf*x* + </*z*+cterf®ar -f- dyd\j + dzd^z =s o , 

ea. 

77. Ritornando all’equazione F=o del n.“ 74.) siccome è 
importante che dopo il cambiamento della variabile indipenden- 
te X nell’altra /, mediante la sostituzione dell’ espressioni di 

^ j ^ , oc, date nello stesso n.® , se ne faccia sparire 
dx dx^ dx^ 

una delle variabili primitive a? , y , conviene che vediamo 
oome si possa raggiungere questo scopo. 

Se per fìssare la variabile indipendente i si abbia l’equa* 
zione ^ ( / , ar ) = o fra / ed a: , si potranno rimpiazzare , 
nell’equazione /'=o, la variabile x .c i suol coefficienti 
differenziali, coi valori dedotti dair equazione $ = o median- 
te il metodo esposto nel n.° 72 ; e così resterà eliminata la 
variabile a*, e l’ equazione F—o conterrà solo t ,y ^ 

ì > ^-3- > ec. Parimente , s’è data una equazione 
dt di^ ^ 

’p(/,y ) = o fra / ed y , si potranno eliminare dall’e(|ua* 
zione F—o la- variabile y e 1 suoi coefficienti differenziali, 

ed il risultato non conterrà che t ,x , ec. E 

dt dt* dt^ 

se flnalmcnlc si supponga data un’equazione IT (/,o;,y) = o 
fra le tre variabili , si potrà eliminare a volontà x o pure y; 
poiché quest’equazione, e le sue derivate successive prese per 
rapporto a / ( ossia riguardando a: ed y come funzioni di i) 

1 ,, . . J. <£t d^x . dy 

daranno 1 espressioni di ar , , ec. in y , ^ , ec. 

e viceversa. 

Se , per esempio , la relazione fra / e le altre variabili 
consistesse nell’ equazione semplicissima y = ^ , si avrebbe 

li 
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Ay d^y d^g 


cc. 


e le formole del n,® 74. drvcrrebbero(scrivcndo^inluogodi/) 

àtj I d'^y *ly' 


■dx 


tl 

dx^ 




/ dx \3 » 

(^) 

X 

dVd,} 


3 


/ d’^x \® àx 

\d^) dy 


/ dx\ j 

\^) 


CC, 


Queste soo cluaque l’ espressioni ohe sì debbono surrogare 

ai coefficienti diflercnziali ^ ^ , ec. quando in una 

dx ^ 

fornaola o in una equazione tra a: , ^ , e i delti coefficienti, 
avendo prima supposta y funzione dia:, vogliasi poscia con- 
Mderare jc funzione di y. 

Da ciò nasce che esse conducono immediatamente al dif- 
ferenziale delle funzioni inverse. Così l’equazione 

y = lx ci ha dato (20) ^ = i , 

quando y sì e presa per funzione di x. Se dunque per con- 
trario vogliasi riguardare x come funzione di si rim- 
piazzerà 

dy 1 .. X 1. dx 

con -r , onde sarà — = - , e -7- = ar : 

dx dx dx X dy 

dy dy 

cioè a dire , scrivendo per x il suo valore in y , espres- 
so da , 

dy 

Similmente l’equazione 

y = scna: ha dato (23) cosar, 
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(quando si è presa x per variabile indipendente. Se dunque 
SI voglia che la variabile iodipendente sia y, bisognerà porre 

X , dx 1 

— = cos ar , da cui risalta -r = : 

dx dy cos x 



ciofe a dire, scrivendo arcseny in luogo di ar , e Vi — 
in luogo di cosa?, 

«f.arcseny^ i- 

Vi— y» 

>;r8. Le considerazioni del n.“ si applicano ancora ai 
casi nc’ quali vi ha più variabili indipcndenli. Abbiasi per 
esempio una fónuola, o pure un’equazione Ira 


dz- dt d^z 


^ ^ ’ «te ’ <(it ’ (ic® ’ ' oTy® 


d‘z 
> TT > 


ec- 


dove ar ed y esprimano due variabili indipendenti , e z una- 
funzione di queste variabili ; e suppongbiamo che vogliansi 
prendere per variabili indipendenti u c vìa vece di x ed y,. 
colle quali sono ligate per virth di due equazioni. Siccome 
in questa ipotesi tanto x quanto' y si tengono funzioni di u 
e V , mentre z non lascia di essere funzione di a? ed y , 
avremo per ciò che si disse nel n.“ 26 , l’ equazioni 

dz dz dx I da ^ . * ^ ^^‘4. ^ ^ 

^ du dx du' dy du- ' ’ dv dx do dy dv 

dalle quali per le note regole della eliminazione si desumono 
. .... dz dz 

1. valori di ^ e 

dx dy 

Per passare all’ equazioni die servono a trovare Pespres- 


in 


sioni di 


d^z d^ 


d^z . . dz dz 

e — , osserviamo ebe-r e — 

dx‘ dy 


dx^ ’ dxrfy- dydx 

dinotano funzioni che in generale contengono ad un tempo- 
le quantità a? ed y , le quali variano tutte due al variare- 
sia di «, sia di v. Quindi, per lo stesso citato n.® 26 
r equazione {ÌT) dillbrenziata rispetto di w ci darà 


dz dz <Py d^z / (/.A ® ^ iPz dx dt/ ^ rf*z / 

dx dy \da) dxdy du du i \du). 


Digilized by Coogle 



i «4 ) 

La mcclesiina equazione (U), differenziala por rapporto a v, 
0 pure l’equazione (F), differenziala per rapporto ad u, darà 

</*z di d^x di d*y . d'i dx dx d‘z dy dy 

dudv dx dudv dy dudv du dv du dv 

, ^ 1 ^ ^ \ 

■ dxdy \ du dv du dv /' 

Finalmente l’equazione {F) , differenziala rispetto di r, 
darà 

^ _ r/z ^ diiPy ^ (dx\^ ^ dxdy ^ /d^ 

~ dx do^ dy dv^ dx* dvdv~^ jyt \dv/ 

B queste sono le tre equazioni dalle quali, dopo avervi so- 
stituiti i valori di ^ e ~ tratti dalle due precedenti, si pos- 
sono air uopo desumere per le regole conosciute ì valori di 

ih Jh ih 

’ dxdy ’ jy* ' 

Potremmo similmente cercar l’ equazioni, dalle quali dipen- 
dono i valori dei coefficienti differenziali del terzo ordine , 
e degli ordini più elevali ; e gli stessi principi servono di 
guida nei casi di un numero maggiore di equazioni e di 
variabili. Ma sarebbe superfluo lo spingere più innanzi la 
ricerca di queste formole generali , convenenao meglio nelle 
applicazioni di operare sulle speciali espressioni analitiche , 
che si presentano. 

79. Il cambiamento della variabile indipendente ha luogo 
sopra tutto nelle applicazioni del calcolo differenziale o inte- 
grale alla geometria , quando si vuol passare da un sistema 
di coordinate ad un altro. Ammettiamo , per esempio , che 

in una formolo o in una equazione {ta. x ^ , ec. 

a: ed y rappresentino due coordinate rettangolari OP e PM 
{Jìg- s 3 ) , e che si voglia sostituire ad x l’ angolo u com- 
preso dal raggio vettore OM coll’ asse delle x positive. Sarà 

tan « = - , 

X 

c questa equazione, differenziata più volle, di seguito per rap- 
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porto ad u , di cui x Qà y si 'riguardano come funzioni 
( in virlJi delle due equazioni ) , darà altrettante equazioni 

dalle quali si caTeranno i valori di ^ , ec. che do- 

vranno essere sostituiti a ~ , ec. nelle formale del n.® 

dt 

7I , cambiandovi ad un tempo ~ , , ec. in ~ , — , 

' di'* du\ 

ec. E i valori che prendono per tal mezzo i coefficienti dif< 

fercnzlali ^ ec. sostituiti nella formula o nell’ equazione 

J 

proposta, i risultati verranno espressi io « , y , ^ ec. 

Se poi si voglia cambiare interamente il sistema delle coor* 
dinate , sostituendo ad a? c y le coordinate polari, cioè a 
dire r angolo M , ed il raggio vettore OM che dinoteremo 
con p ; e dippib si voglia prendere u per variabile indipen* 
dente , si porranno ad un tempo le due equazioni 

ar = p eoa M , y = p sen M , 

che nascono dal considerare il triangolo rettangolo OPM, e dal- . 
ec. i quali' sostituiti nelle formole del n.“ 7I in luogo di 


le medesime si caveranno i valori di ^ 

du* 


ec. 




di 


dt* 


, ec. ^ 


, — , ec. ci daranno i valori di — , 
’ ’ « ’ dx 


dt* 


d*u , do d*o T. -1 •« . 

— , ec. in a , p , -r- , — - , ec. E dopo ciò , non resterà 

dx* rf«“ 

che a sostituire quest’ ultimi valori nella formola, o nell’equa- 
zione preposta. 

Parimente , se in una formola o in una equazione tra 

a? , y , « , ^ , ec. le variabili x , y e z dinotino le 

coordinate rettangolari OP , PQ e QM {fy. s 3 bis ) di un 
punto Resistente nello spazio, ed alle medesime si voglia- 
no sostituire le coordinate polari p , o ed a che dinotano 
rispettivamente il raggio vettore MO , l'angolo JHOZ che 
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(racsto raggio ccnnpreDde con una retta fìssa OZ menata per 
r orìgine delle coordinate , e l’ angolo QOX compreso dal 

{ Mano di queste due rette con un piano fisso ZOX menato per 
a seconda ; c se inoltre si voglia che le variabili iadipendenti 
siano u e in vece di 2: ed ^ , si porranno 1* equazioni 

:? = p sen p cos a , y = p sen v sen a , z — p cos t> , 
che si deducono facilmente dai triangoli rettangoli MOQ, 
QOP. Indi , riflettendo che z si considera come funzione 
cognita 0 incognita di ar ed y ( secondo che trattasi di una 

formula, o di una equazione proposta in a: , y , z , ^ ec.) 

le medesime equazioni si differenzieranno una volta rispetto 
di a , p , ar , y , z , avendo per costante v ; ed un altra volta 
rispetto di o , p , a: , y , z , tenendo per costante a. E sosti- 
tuendo i valori di^,^,^,^,^,~ che per tal mez- 
du ’ du du dv dv dv 

zo si ottengono (e che qui sarebbe inutile a notare) in quelli 
.di — e ^ , che si traggono dall’ equazioni {U) e (V) del 
^ de 


n." 78 , quest’ ultimi risulteranno espressi in “ > > P j ^ 


dv' 


conforme si dimandava. 


Allo stesso modo , differenziando l’ espressioni di 


dx 


_ ^ 

du ’ du * 

flS ’ ^ ^ S volta *per rapporto ad a ^ cd un’ altra 




volta per rapporto a t? , si avrebbero l’ espressioni di — , 

rfu* 

Tir > — j ec. che sostituite nei valori dei coefficienti dif- 
du 

d^s . . : . 

, desunti dalle tre equazioni deriva- 


dude 


f . d^z d^z 

fcrenziali — , 


te dì secondo ordine scritte nello stesso n." 


78 , darebbero 


r espressioni di questi coefficienti iii w , , p , ^ ^ , 

e ^ 
dv*' 
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Un cambiamento di variabili indipendenti , adoperato in 
varie applicazioni importanti, è quello che si ottiene per le 
equazioni 

x = a sen « cos » , y = ^ sen « sen 

dove a e b esprimono date quantità costanti , e le nuove 
variabili indipendenti debbono essere gli angoli u e t; in 
vece di a? ed y. 

È chiaro che in tal caso i valori dei coéfficienti differen* 
ziali di X ed y, del primo ordine e degli ordini successivi , 
rispetto di u solo , di v solo , e di u e t; insieme , debbo- 
no risultare semplicissimi , per essere il coelRcieote diflercn- 
ziale del seno eguale al coseno , c quello del coseno eguale 
a meno il seno. 

X. Formole^ o teoremi^ di Taylor e di Stirling, 

8o. La considerazione dei coefficienti differenziali o delle 
funzioni derivate dei diversi ordini , somministra i mezzi di 
sviluppare una funzione qualunque di una variabile , e il 
valore che assume quando la variabile riceve un aumento , 
in una serie ordinata secondo le potenze intere e positive 
della variabile , o del suo aumento. Sia la funzione proposta 

y=/(ar): 

ritornando alle nozioni presentate nell' articolo VI , e conti- 
nuando il quadro del n." So , dal medesimo con semplici 
sostituzioni si dedurranno per valori corrispondenti di x ed y 

a? y =y , 

ar-f Ax y, = y + Ay 

ar +2 A.r y^—y + 2 Ay -f A*y 

a:+3 Ar ys = y + 3Ay + 3A*y -f- A’y 


y+„Ay+^A-y+ ^"-;>("-V y+..+AV: 

Questa espressione di y„ è indipendente dalla natura del- 
la funzione , e può esser formata ogni volta che per ipotesi 
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i valori della funzione, corrispondenti ai valori + 
x-\-2^x , .X ~\-nùix della variabile, non sono di gran- 
dezza inGnila. Se dunque pongiiiamo la medesima espres- 
sione sotto la forma 


yn=U-^^3-^ 






2 " 2.3 

o meglio ancora sotto la forma 




I A t (nAa:)“(‘ » / A® « 

( nAg)^ n) w) 


2.3 




+ . . . . + , 




questa equazione dovrà sussistere, nella suddetta ipotesi, qua- 
lunque sia la grandezza attribuita all’intervallo costante Aj:, 
e qualunque sia il numero ;i. Ora facendo rimaner costante 
e ai grandezza qualunque l’ intervallo nùkX ( che separa i 
valori di a: ai quali corrispondono i valori y ed della 

funzione ) , se supponghiamo che Aar diminuendo di più in 
più divenga dx, il numero n crescendo in simil modo diverrà 

infinito ; e così da una parte i rapporti ^ ^ , ec. 

Ax® Ax^ 

si cambieranno nei coefficienti differenziali ^ , — , — ^ , ec. 

2 

« ' 

bieranno nell’ unità. Dunque ponendo per brevità nAa: c=: hj 
r equazione 

darà per conseguenza quest’ altra 

n I i \ { t.dy c/®« , A® d^u 

/(x + A)=y + Aj + - J + + 

che sovente si scrive sotto la forma 

f{x+h) =f{x) + hf [X) + (I) + (x) + «. 


• • I 2 

e da un’altra parte le frazioni i , i , ec. si cam- 
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Questa e la Jormota di Taylor, cosi della dal nome del- 
r autore; o la si dee riguardare come il principale elemento 
del calcolo differenziale, e delle sue applicazioni. Essa d’or- 
dinario si prolunga all’ inGnito , ma i suoi termini sono in 
generale di grandezza Rnila, quando i valori di f{x), cor- 
rispondenti ai valori di x compresi tra x x + h, sono di 
valor finito. 

8i. Ponendo x==o nella formola di Taylor , e dinotan- 
do 


con 




dx dx* 


, — 5 - , ec. i valori parlicolari e co- 


dx' 


stanti , che prendono in tal caso le funzioni y , — , ^ , 

dx^ 


dx 


y 

3 ’ 


cc. si ottiene 


dy. 


/(A)=yo 
o vero , cambiando 4 in ;r , 

/(^) = yo + ^Tjr + 


* d'y^ 


-l + L 

dx 2 




2.3 


dx^ 






CC. 


ec. 


dx 2 dx't 2.3 ^3 ^ 

Quest* altra formola fu data da Stirling, e d’ ordinario b co- 
nosciuta sotto il nome di serie di MacTaurin , cui si è ge- 
neralmente attribuita. La medesima , seguendo la notazione 
di Lagrango , si scrive più semplicemente così 

/W=7l0) + xS\„) +Ì/'(o)+^/"(o) + cc. 


La formola di Taylor e quella di Stirling servono a svi- 
luppare una funzione di a: + 4 , o di a: sola, in .una serio 
ordinata secondo le potenze intere e positive di 4 , o di x. 
Ameudue queste serie ^come già l’ abbiamo detto riguardo 
alla prima) d'ordinario si prolungano all’infinito; ma le 
funzioni razionali ed intere di x essendo composte di termi- 
ni della forma oa;”* , ed in questi il numero m essendo in- 
tero e positivo , tali funzioni producono, soltanto esse, delle 

serie Rnite ; perché i coeQicienti differenziali di aa?”* , di or- 
dine superiore v}XrmsmQ soa nulli (56). 

12 
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8a. Non csserulovi condiziono die limiti il valore di A o 
quello di x nello formolo di Taylor o di Slirling , è conse- 
guenza notabilissima di esse che la funzione y si può ri- 
guardare espressa e data in tutta la sua estensione, quando 
per un sol valore di x si conoscono il valore della funzione, 
e quelli degl’ infiniti suoi coelficienti differenziali. Difalti , 
supponendo noti i valori che iprcm]ono /{x) ,J^ (x) ,f" (x) , 
ec. quando alla variabile x si dà il valor particolare a , 
se si voglia conoscere, mediante la formola di Taylor i il va- 
lore di J'(x) quando la variabile x riceve un altro valor 
qualunque 6 , si porrà in quella formola 

x = a , ed a? + A = 3 ; d’ onde h^b — x^=^b — af 
ed il richiesto valore sarà 




Quanto poi a dedurre l’ espressione di f[b) dalla formola di 
Slirling , b evidente che basta sostituire b ad a: in questa 
formola , oppiir zero ad a nella serie precedente. In un modo, 
o' nell’ nitro si ottiene 


m =/(o) + W + ^/"(o) + ^/» + ec. 

83. Bisogna nondimeno osservare che le serie 

f(x) + hf[x) + ^>w,+ + ec. 

/(o) + ^/(o) + Ì/>) + (o) + ec. 

non sono veramente uguali alle rispettive funzioni f{x-\-h), 
J'{x) , so non quando son , cioè a dire quando 

i valori ottenuti considerandone un numero di termini di più 
in più grande , avvicinansi ad un certo limite ; o che torna 
lo ^esso , quando si possono assegnare due limiti , vicini 
uno all’altro quanto si vuole, e fra i quali il valore otte- 
nuto si trovi sempre compreso , comunque grande sia il nu- 
mero dei termini delia serie che si considerano. In alcuni 
casi la convergenza di una serie c manifesta: cosi avviene, 
^r esempio , quando i termini diminuiscoDO-, e sono alter- 
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namenle positÌTÌ e negativi ; cioè a dire quando la serie è 
deila forma 

A-^B->r C—D+ E—F->r ec. 
e si suppone O’ E'^ F ... . 

In lai caso il valore della serie indefinilamenle prolungala 
si può stimar compreso 

Ira ^ ed — B , o pure Ira A — ^ ed A — B-\- C, ec. 
perchè nulla impedisce di scriverla sotto le forme 

A—{B~C) — {D—E)—(i-.i., . 

A— ( C— Z>) + ( E— F) + ec. 
A-B-if C—{D— E) — ii^. 

ed allora essendo positivi i binomi chiusi nelle parentesi , 
è chiaro che il valore di tutta la serie è minore di J, mag- 
giore Hi A — B , minore A — Zf+ C. , ec. i quali ri- 
sultati dilferiscono sempre meno un dall’altro. 

Quando i termini hanno il medesimo segno , In serie è 
convergente se essi son minori dei termiui corrispondenti di 
una progressione geometrica decrescente , essendo diniostrata 
negli elementi dell’algebra la convergenza della serie rap- 
presentata da questa progressione (*). Por contrario si terrà 
divergente ogni serie i cui termini sono maggiori di quelli 
di una progressione geometrica crescente , perche l’ insieme 
di questi , a misura che se ne considera un |)iìi gran nu- 
mero può giungere a sorpassare qualunque limito, la gene- 
ralo , è necessario un esame speciale per conoscere se una 
serie sia o no convergente. 

84- Nell’applicazione della serie di Taylor al calcolo nume- 
rico dei valori delle funzioni , c in generale quante volte si 
considera un numero determinato di termini di questa serie 
( come accade nelle applicazioni del calcolo differenzialo alla 
geometria , alia meccanica , ed alla teoria del movimento 
del calore) , è cosa importantissima il poter valutare l’errore 
commesso per aver trascurati i termini seguenti della serie, 
o almeno il poter assegnare due limiti fra i quali quest’er- 
rore sia compreso. Or questa ricerca divien facile mercè la 
seguente osservazione. 


(•) Si vegga , tra lo altre, 1’ algebra di Lacroix al n." zd.f. 
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Sia k=f{h) una funzione di h di Talor nullo quando 
h = o\ dico potersi affermare che se da h = o sino ad un 
altro valore qualunque , che per semplicità lasciamo indica- 
lo dalla stessa 4 , il coefficiente diflcrenziale ^ è sempre fi- 


nito c di segno simile a quello di 4 , la funzione y(4) sarà 
sempre positiva fra gli stessi limiti; e sarà sempre negativa 
se quei due segni sono contrari (*). Difatti , potendosi con- 
siderare 4 come ascissa, e k=f{h) come ordinata di una 
curva , r enunciata proposizione equivale a dire che se l’ or- 
dinata di una curva ò nulla insieme con l’ ascissa , la me- 
desima si manterrà positiva o pure negativa sino ad un al- 
tro valor qualunque dell’ascissa, secondo che per tutte le 
ascisse intermedie il coefficiente differenziale dell’ ordinata , 
supposto sempre finito , avrà costantemente segno simile o 
pur contrario a quello dell’ascissa. Or questo deriva chia- 
ramente dalla nota del n.” 5$. Difatti , si vide 'in essa che 
i valori algebrici delle ordinate crescono o decrescono al 
crescere delle ascisse , secondo che il coefficiente differenziale 
dell’ordinata è positivo o negativo: b dunque evidente che nel 
caso in cui le ascisse crescono posllivamcntc , non si potrà 
dire che l’ ordinata cresca o pure decresca secondo che il suo 
coefficiente differenziale è positivo o pure negativo , senza 
supporre che si conserva positiva in un caso e negativa nel- 
l’altro ; perchè il suo valor primitivo era nullo. Confrontando 
poi un’ascissa negativa e l’ordinata corrispondente, all’ascissa 
zero cd all’ ordinata parimente zero, dell’ascissa può dirsi 
che cresca passando ad esser nulla dallo stato negativo ; 
quindi per potersi dire che quando il coefficiente differen- 
ziale dell’ ordinata c positivo , anche quest’ ordinata cresca 
andando a zero , c forza ammetterla negativa. E similmente, 
per poter dire che diminuisca andando a zero , quando il 
suo coefficiente differenziale è negativo , convien supporla 
positiva. 

bisogna però osservare che la proposizione di cui si tratta 


(•) Secondo r autore il segno del coellìcienle diflerenziale debb’ es- 
sere positivo nel primo caso, e negativo net secondo ; ma allora per 
V esattezza della proposizione conviene clic h sia positiva, c così la propo- 
sizione medesima rcndesi più limitata in sè stessa e nelle sue applicazioni. 
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può essere in difetto, qiiaDilo nell’inlerVallo da zero ad h 
il ooeflicienle differenziale diviene infinito ; perché anche 
nella nota da cui l' abbiamo dedotta , questo cocfiicicnte si 
suppose tacitamente finito. Ne abbiamo un esempio nella 

funzione semplicissima k = che rappresenta la cur- 

va della figura i8 , riferita agli assi Oh , Ok , e che lia per 

coefficiente differenziale -n-= ; questo coefficiente 

«/A V 

è sempre negativo, ma quando h=i diviene infinito. Ora 
è visibile che la funzione, o che torna lo , stesso , l’ ordinala 
della curva di negativa diventa positiva nell’ intervallo da 
h = o ad Del resto, dovendo la circostanza del coef- 

ficiente differenziale infinito esser prodotta dal ridursi a zero 
qualche divisore di esso, a motivo che A si suppone finita; 
potrebbe dirsi, almeno in certo modo, che il meaesimo coef- 
ficiente non conserva io realtà uno stesso segno nell’inter- 
vallo da zero ad h, perchè lo zero si può considerare in-, 
differentemente come positivo o come negativo , e tale per 
conseguenza si può anche riguardare il valore infinito del 
coefficiente differenziale. . 

In ogni modo non mancano dei 'casi nei quali sussìste (*) 
la verità della proposizione , anche quando il coefficiente 
differenziale , ritenendo uno stesso segno , diviene infinito 
nell’ intervallo da zero ad A , e possiamo togliere ad esempio 

3 

la funzione A = i + \/h — i . Questa corrisponde alla cur- 
va della figura i6 , riferita agli assi Oh ed Ok , ed il suo 

coefficiente differenziale ^ ^ ; che è sempre po- 

dà 0 

silivo , diviene infinito quando 4 = i ; ma ciò non ostante 
la funzione, o l’ ordinala della curva, resta positiva ncH’in- 
tervallo da h = o ad ^ pc nitro notabile che nel- 

l’esempio attuale l’ordinata corrispondente al coefficiente dif- 


(*) Le parole dell’ autore : cel/e proposition ne sttbstntcrail plus , 
potrebbero indurre a pensare diversamente. Per questo alil>:.im credulo 
dover usare altro modo di dire , ed in conferma .nggiungerc un 
esempio. ■ , ' 


/ 
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fereaxialc inOnito , è fìnifa ; laddove nell’ esemplo precedente 
è infinita insieme con questo cocUicicntc , ed appartiene 
ugualmente alla curva quando si riguarda come positiva, c 
quando si riguarda come negativa. 

85. Ciò posto , supponghiamo die si voglia sviluppare la 
funzione J\x-\-h) secondo lo potenze intere e positive di h, 
e che da principio non si consideri che il primo termine 
dello sviluppo. Supporremo dunque 

f[x + h) =/{ a: ) + A.n , 

dinotando con IT una quantità incognita , la quale devesi 

avvicinare a — a misura che n si avvicina a zero : e 

ciò a motivo che la funzione y ( a: ) dee variare di quanto 
è il suo differenziale, allorché la variabile x subisco un cam- 
biamento infinitesimo , almeno sintanto che il coefficiente dif- 
ferenziale ha valor finito (^). Trattasi di determinare due 
limiti P a Q fra i quali si trovi compresa la quantità IT , 
e quindi sieno tali che si abbia 

/( a- -h A ) >/( ar ) + /iP,/( ar -f /i ) </( a: ) + 


o pure 

/(ar + A ) — /( ar) — A/»> o ,/( a? + A ) — /( a- ) — < o. 
Or queste espressioni divenendo nulle quando A = o, cd il 
valore non che il segno di A essendo lo stesso in ambedue, 
per soddisfare alla detta condizione basterà che il segno di 
una di esse sia simile , e il segno dell’ altra sia contrario a 
quello di A. Dunque , in virtù del numero precedente , ba- 
sterà che i coefficienti differenziali delle meoesime per rap- 
porto ad A abbiano segni contrari , e non divengano infi- 
niti da zero ad A. Avremo dunque in questo intervallo 




lP<0, 


e quindi , per adempiere queste condizioni , basterà prender 
per P il più piccolo, e per Q il più grande dei valori che 


assume la funzione 


d-S{x-\-h) 
dh 


nel medesimo intervallo. 


Yogliansi ora considerare i due primi termini dello svilup- 
po , cioè a dire: y ( a? ) + A Si determineranno pa- 

rimente i limiti del resto della serie assegnando i valori di 
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P Q Q per modo che si abbia , qualunque sia il valore di A, 


n^+/‘)<f(x)+h^^+^'Qi 

0 pure , che torna lo stesso , 

flx + k)-f(x)-AÌ^-^Q<o. 

Quest’ ultime condizioni , anche in virtù del numero prece- 
dente , saranno adempiute se , nell’ intervallo da zero ad h, 

1 coeificienti differenziali delle due funzioni scritte nei primi 
membri , presi rapporto ad A, avranno valori Coiti, e sarà 
costantemente 


-AQ^o. 

dà dx 'dà dx v ^ 

Or quest’ altre funzioni, divenendo pur esse nulle quando 
A = o, si può loro applicare il medesimo principio, c le 
notate condizioni saranno soddisfatte se , da zero ad A , i 
coelHcienti differenziali delle medesime rispetto ad A siano 
Coiti , e si abbia 


d\f(x-+-à) 


P>o, 


e 


d\f(x^A) , 
dà'' 


Q<o. 


In questo caso dunque , per aver due limili del resto della 
serie , basta prendere per valori di P e Q il più piccolo ed 
il più grande tra i valori che assume il coeCCcieule differen- 


ziale di secondo ordine 


— nell’ intervallo da ze- 
dà‘ 


ro ad A. 

Proseguendo, com’ò facile, allo stesso modo si trova che, 
sino a quando i coelBcienti differenziali non divengono inC- 
niti, è permesso sviluppare' una funzione colla serie di Taylor, 
ed arrestarsi ad un termine qualunque , Cssando i limili del 
valore di quella parte della serie cne si trascura. 

Frattanto noi osserveremo che i coelBcienti differenziali 
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dh^ 


d.f(x-^h) d\f{x^h) 
dà 

dx^ 


( 9^> ) 

, ec. uoa differiscono da 


d.f(x) 
dx '' 


, cc. se non in quanto la x di questi è rimpiaz- 
zata da af + A nei primi. Dunoue i valori dei primi nel- 
r intervallo da zero ad h, non differiscono parimente dai va- 
lori dei secondi nell’ intervallo da x &à x + h\ c quindi 
con più semplicità possiam dire, che il valore di tutta la serie 
di Taylor quando se ne considera un numero qualunque ij^ di 
termini , c sempre contenuto fra quelli delle due espressioni 


/(^) 


/(^)- 



d^f(x) j 

A» rfS/(r) . 

A** 

. . 1 a 

dx 

* dx^ 

*•3 rfj.3 

^ 2.3.4.. ..(x"^’ 

df(x) 

dV(x)_ 

a3 d^f(x) 

I c 

dx 

“ dx» 

*■3 ^.,3 

• • • • ‘ 2.3.4....(x^’ 


dove P a Q esprimono il più piccolo, ed il più gran valore, 

che può assumere il coefficiente differenziale -■ per tutti 

rfa;** 

i valori, della variabile, compresi tra x eà x h. 

86. E chiaro da ciò che precede , che se nella serie di 
Taylor si consideri un numero qualsivoglia fz di termini , 
si avrà il valore esatto di tutta la serie aggiungendo loro 

il prodotto di — ^ per una quantità compresa tra P 

2 * 0 * 4 'é»*^ 

e Ip, la quale sarà uno de’ valori presi dalla funzione 
— neU’intervallo da x ad ar-f A. Ciò si esprime scrivendo 


/(x+A)=yi;x)+Al^. 


A* d^./(x) ^d\f{x) 

* ^ 


dx^ 


2.3 


dx^ 


+ 


+ 




2.3. . .(*- 


dx<^-‘ • 2.3... (X 

dove 6 rappresenta un numero incognito, compreso tra zero 
e r unità. 

Alcuni geometri scrivono ancora 1’ ultimo termine cosi 

dl^./(x...x-hA) 


Al* 

i».3. . .(X 
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aiBne d’indicare che in questo termine si dee sostituire ad t, 
dopo aver preso il notato coefficiente differenziale , uno dei 
Talori della variabile compresi tra a: ed + A. Questo valore 
è ordinariamente incognito ; ma ciò non ostante, adoperan- 
do quello che rende grande che sia possibile , 


si ottiene un limite superiore dei valori di f{x-\-h)\ ed 
adoperando quel valore di x che rende lo stesso coefficiente 
differenziale più piccolo che sia possibile , si ottiene un li- 
mite inferiore di quei medesimi valori. E dippiù è chiaro 


che se la funzione 


d 3 ^ 


è 


costantemente crescente , 


o co- 


stantemente decrescente da x sino ad x + h, i limiti di cui 

d^. f(x) 

si fratta saranno appunto i valori di — -■ ■ - che corrispon- 

. dx^ 

dono ad X e X + h. 

87. Ponendo, come nel n.® 81 , x = o nella formolo 
precedente , e nel risultato scrivendo x in vece di 4 , si trova 

/(x)=/(o)+r/(o)+Ì/'(o)+^/"(o)+ 


+ 


a**-» 
a.3...|x — 1 




a.3...|x 


/W(0:r'), 


ove 6 esprime sempre un numero di valore ordinariamente 
incognito , ma compreso tra zero e l’unità. Dunque con que- 
st’ altra formola si avranno due limili fra i quali 6 necessa- 
riamente compreso il valore di /(^x) , sostituendo fevj^‘^\0x) 
nell’ ultimo termine di essa il più piccolo ed il più grande 
di tutti i valori che prende questo coefficiente differenziale 
nell’ intervallo da zero ad x. 

88. Mediante l’espressione del resto della serie di Taylor, 
che fu data la prima volta da Lagrange , sparisce ogn’ in- 
certezza relativa alla convergenza di questa serie. Difatti si 
può affermare che la serie sia di necessità convergente, ed 
abbia per somma quando il valore del termine 

complementale 

i 3 
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può' rendersi minore di ogni quantilà data , prendendo per p( 
un numero convenevolmente grande. Altronde si può nota- 
re che questa circostanza avrà luogo quante volte si potrà 
assegnare un numero determinato N , al di sotto del quale 
siasi certo che resta costantemente il valore assoluto del iat- 


toro 


dx^ 


per grande che sia il numero /x. Ciò nasce 


dacché l’altro fattore 




tende necessariamente a divenir 

a. J. . .|A 

nullo quando aumenta di più in più: infatti, il rapporto 
del valor di questo fattore, corrispondente al numero fx, al 
valor del medesimo fattore, corrispondente al numero seguente 

h 


1 , vien espresso dal rotto 


(*-+- 1 


il quale , per essere 


h costante , si avvicina evidentemente a zero a misura che fx 
si fa più grande. 


Dei casi nei quali, per certi valori particolari della variabile , 
la serie di Taylor non dà lo sviluppo della Junsxone. 


89. Dal modo col quale nel n.° 80 siamo pervenuti alla 
serie di Taylor , si fece palese che per la esistenza di essa 
bisognava che il valore della funzione J[x) si conservasse fi- 
nito nell’ intervallo da x ad x h. Questa condizione però, 
comunque necessaria , potrebbe non essere sufficiente : come 
bentosto avremo occasione di osservarlo in un esempio. 

Altronde la forma stessa della serie di Taylor fa vedere 
che per la esistenza di questa serie sia sufficiente che la fun- 
zione f(x), ed i suoi coefficienti diOcrenziali f {x) ,f" (x) , 
ec. non divengano infiniti pel valore di , a partir dal 
quale si conta l’aumento h. Se ha luogo il contrario, la 
serie più non sussiste , almeno da un certo termine in poi. 

Sia per esempio la funzione /(a:) della forma ^ — , dove 

m esprima un numero intero e positivo , ed F{x) una tal 
funzione di x che né essa , nè i suoi coefficienti difl’eren- 
ziali divengano infiniti quando -5: = a. Se valendosi della 

serie di Taylor , si sviluppi — in una serie or- 

fa? -H A — 

dinaia secondo le potenze intere e positive di A, tutti i ter- 
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mini diverranno inGnili quando vi si pone ^ = a; e pure 
la funzione ha in tal caso un valor determinalo ed espresso 


da 


F{a-^h) 
A” 


(*). Siccome però lo sviluppo di questo valore 


secondo le potenze ascendenti di h deve necessariamente pre- 
sentare delle potenze negative di questa quantità , cosi esso 
non potrà essere più dato dalla serie di Taylor. 

Lo stesso avviene per la funzione log x : poiché i termini 
dello sviluppo di log {x + h) secondo la serie di Taylor , 

A* 

che sono log a: , ed i prodotti di > ec. pei suc- 

cessivi coelBcicnti differenziali di Ioga: , dati nel n.* Sy , 
divengono tulli infiniti quando a: = o. Ma la funzione Ioga; 
ha in questo caso il valor determinato log A; dunque non 
è possibile che questo valore sia rappresentato da una serie 
ordinata secondo le potenze infere e positive di 4 , poiché 
la serie diventa nulla o di valor finito, laddove log 4 divie- 
ne — 00 quando 4 = o. 

go. Quando la funzione proposta y (a;) contiene dei radi- 
cali , ed il valor particolare attribuito ad x rende nullo al- 
cuno di questi radicali nella funzione ed in fut/i i suoi coef- 
ficienti differenziali successivi , la serie di Taylor conduce 
naturalmente a risultali di forma indeterminata {**). Per in- 
tenderne la ragione bisogna riflettere che un radicale della 

m 

forma |/ (x — a)“ , che si supponga far parte della fun- 


(*) Si osservi che quando F(x) dipende da a , come nel caso at- 
liiale pofrebb’ essere, per semplice convenzione si noia con F ( a A) 
il risultato della sostituzione di a~h A in vece di a; , il quale d’ordi- 
nario non ò una funzione di a + à propriamente detta. Supponendo 
per esempio F(x) = — a, la detta sostituzione dà per 

risultato a >4- -4- l/A : espressione che è ben lontana dal potersi chia- 

mare funzione di a -t- A. 

(**) L’ autore chiama semplicemente indeterminati questi risultamenti, 
ma noi abbiam creduto dover usare altro modo , perchè i loro valori 
possono realmente determinarsi con altri artifizi di analisi ; ed è questo 
il soggetto del n.°io3, nel caso in cui una funzione di una variabile, 
presenta un numero finito di termini infiniti e di segni diversi quando 
alla variabile si dà un valor particolare. 
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zione f {x) , rende questa funzione capace di tanti Talori di- 
Tersi , reali o immaginari , quante unità si contengono nel 
numero tn. Ora siccome questo medesimo radicale si «ripro- 
duce nei cocfBcienti differenziali della funzione , anche que- 
sti ammetteranno , come debb’ essere , un numero m di va- 
lori. Quindi , a parlar propriamente , vi ha tanti sviluppi 
particolari e diversi gli uni dagli altri , quanti valori am- 
mette il radicale di cui si tratta. Ma nel dare ad x il valor 
particolare a il radicale spariscé , per ipotesi , da tutti i ter- 
mini delle serie , mentre tuttora sussiste nel risultamento che 
si ottiene dalla funzione f{x-\-h), nel quale esso è dive- 

m 

nuto Dunque in tal caso la serie più non può rap- 

presentare questo risultamento , poiché esso è capace di m 
valori , laddove la serie , se sussistesse , non ne avrebbe che 
un solo , per la scomparsa dei radicali che racchiudeva pri- 
ma di sostituire a per x. L’analisi risolve questa contrad- 
dizione col dare ordinariamente valori infiniti e di segni di- 
versi ai termini della serie , presentando così un risultamento 
di forma indeterminata (*). 

Kel caso di cui è parola , lo sviluppo di f{x h) deve 

n 

contenere dei termini affetti da 4”* , e la serie di Taylor non 
potrebbe dare che i termini (se ve ne debbono essere) pre- 
cedenti a questi , e darli sol quando il vero sviluppo non 
ammette potenze negative di A. A prescindere dunque , se 
si vuole , da tali termini , si farà la ricerca del vero svi- 
luppo sostituendo direttamente « + A in luogo di x nella 
proposta funzione f(x), ed applicando al risultato altri ar- 
tifizi di analisi (**). 


(•) In seguito avremo più volte occasione di osservare che quan- 
do una funzione, per una particolare determinazione delle quantità da 
cui dipende , deve cambiar natura passando da algebrica a trascen- 
dente o viceversa , o pur deve prendere un numero di valori diver- 
so dall’ ordinario , l’ analisi elude le contraddizioni derivanti da queste 
circostanze presentando risultamenti di forma indeterminata, come a dire 
o 

-, 00 — 00 , ec . 

(**) Per riguardo alle funzioni considerate in tutta la loro genera- 
lità , non vi è regola propriamente detta che valga a darne lo svilup- 
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Sia per esempio 

f (ar) = zax — + oj/ — o“ , 

che dà 

d.f(x) 


dx 


dx^ 


2{a — x ) + 

= — 3 + 


a* 

a fl*® 


\V-o® (a:®-a®)* 


S ’ 


ec. 


Facendo x = a, si trova r(a:) = o”, e i coefficienti dif- 
ferenziali di tutti gli ordini divengono infiniti. Questa cir- 
costanza è indizio che lo sviluppo di f{x-\-h) dee conte- 
nere potenze frazionarie di h quando x = a. 

Difatti la funzione proposta di x , con sostituire a h 
per X diviene ^ 

a® — A® +cV/i.V2a -H h , 

il cui sviluppo secondo le potenze ascendenti di h conterrà 

— i -5. 

termini affetti da h* , , A* , ec. c questo sviluppo si può 

avere nell’ esempio attuale dalla serie stessa di Taylor ap- 
plicata al radicale V aa -f- A , supponendo f{x) = \Jx, e 
nel risultalo sostituendo za in vece di x. 

In questo esempio si verifica ( secondo lo abbiamo annun- 
ziato nel n.“ 87) che la funzione 

f{x) = zax — -h x^ — a“ 
si conserva finita da x = a sino ad a: = a + A qualunque 
valor finito e positivo diasi ad A , e frattanto lo sviluppo di 


po in serie ; e se anche ci volessimo limitare alle funzioni algebriche, 
esplicite ed implicite , bisognerebbe eccedere i confini propri di un libro 
destinato all’insegnamento. Saremo dunque contenti di notare che dopo , 
le riduzioni cui dà luogo la sostituzione di a-t-A in vece di a; , si 
può delle volte cempicre lo sviluppo colla serie stessa di Taylor appli- 
cata a delle parti, o a dei fattori del risultato; e che nel caso delle 
funzioni algebriche esplicito si può mettere utilmente a partito il bino- 
mio di Newton. 
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f[x + h) , dato dalla serie di Taylor, non sussiste quando 
vi si pone x = a. La ragione intrinseca di questo fatto è 
adesso chiara per le cose già esposte. 

Sia ancora 

f{x)^x^ + {x — aY 

e quindi 

f'{x)= 2 x + \{x—aY,f{x )^2 + \{x—a)'~^,ec. 
Facendo x^=a ■, si trova 

f(x) = a® ,/ {x) = 20 ,/" [x) =/"' (x) , ec. = 00 . 

Quindi i primi due termini del vero sviluppo di chey(a+A) 

è capace son dati dalla serie di Taylor, e sono a® e 2ah : 
come si avrebbe dalla sostituzione diretta di a-\- li in luogo 

di X , la quale dà a® + 2aA + A* + A®. • 

f |i. Dobbiamo inoltre osservare che un radicale contenuto 
la funzione J’(x) può svanire in due diversi modi quando 
si attribuisce un valor particolare alla variabile x: i.® per 
lo svanimento della quantità esistente sotto il segno radi- 
cale ; 2.® per lo svanimento di alcun fattore da cui questo 
radicale si trovi affetto. Nel primo caso lo sviluppo aesun- 
to dalla serie di Taylor non può mai dare completamente 
y (37 + A) pel valor particolare di ar , di cui si tratta, per 
le ragioni addotte nel numero precedente. Ma non è più 
cosi nel secondo caso , perche il fattore che moltiplica il ra- 
dicale , e che perciò lo fa sparire nella funzione ed in qual- 
che suo coelHciente dilferenzialc , può cessare di moltipli- 
carlo in alcuno dei coefficienti diuerenziali susseguenti , ed 
allora sussistendo il radicale in questo coefficiente od in 
quelli che seguono , la serie presenterà il numero di valori 
che debbe avere , ed escluderà in conseguenza le potenze 
frazionarie di A che equivalgono ad altri radicali. Pertanto 
essa converrà al caso di cui si tratta , c darà un valore 
determinato. 

Sia per esempio 

f{x) = {x — o )’” Va: — A , 
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cd m esprima ua numero intero e positivo : sarà 

dx ^ ' al/TITJ 


dx^ 


\/x — à 


^■{x—óyi 


ec. 


Ciascuna diiferenziazione fa sparire nel primo termine del 

risultato uno dei fattori di (^x — a)"; quindi alla tn“"^ 
differenziazione questi fattori saranno tutti scomparsi , ed in 
conseguenza la supposizione x = a, che rende nulla la fun- 
zione e tutti i suoi coeCQcienti differenziali inferiori all’ ordine 

^ettrno ^ laggej.^ sussistere il radicale \/x — b in tutti gli al- 
tri. Supponendo per esempio ot = 2 , svaniscono la funzione 
ed il suo primo coefficiente differenziale q^uando vi si pone 
x — a, ma il secondo coefficiente differenziale diviene 

2V0 — b quindi il risultato desunto dalla serie di Taylor 
avrà per primo termine /i“Vo — b , e conterrà nei termini 
seguenti le potenze 4 * , , ec. E tanto infatti era da aspet- 

tarsi, trovandosi la funzione proposta ridotta ad 4® Va — b-\-h 
nel farvi x — a. 

92. In conclusione si può affermare che la serie di Taylor 
sussiste , cd esprime il vero sviluppo di f[x-^h) non solo 
quando la x si lascia indeterminatìa , ma altresì quando le 
si dà un valor particolare che non rende infinita la funzio- 
ne y(x), nè rende nulla per sé stessa qualche altra fun- 
zione di X contenuta io j{x) , e suscettibile di più valori 
{ reali 0 immaginari ) mentre x è ancora indeterminata (*). 


(*) Sono le funzioni di questa specie quelle che il celebre Eulero 
chiama genericamente funzioni multiformi, per distinguerle da quello 
che per ogni valore di x ammettono, in generale , un sol valore , e 
che denomina funzioni uniformi. ( Veggasi V Introduzione all analisi 
degl' infiniti , voi. i , numeri io , . . . i4)- Pertanto si terranno in 
conto di funzioni uniformi di x le funzioni razionali tra le algebriche, 
c sente, coste, tautr, ec. ha le trascendenti ordinarie j e saranno 
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Per la prima di queste condizioni restano teluse dal vero svi- 
luppo le potenze negative di 4 , e per la seconda ne restano 
egualmente escluse le potenze frazionarie. Perchè poi la me- 
desima serie dia pure il valore di corrispon- 

dente al valor particolare di x che adempie le dette condi- 
zioni , si richiede inoltre che essa sia convergente. 

V alorl delle funzioni che sì presentano sotto le forme indeterminate 
— ,0.00,00— '00, quando alla variaiile si dà un valor 
particolare. 

91. Quando una espressione analitica prende una delle 
notate forme da per se stessa , cioè a dire senza supporre 
alcuna relazione tra i simboli di quantità in essa contenuti, 
tornerebbe a pura perdita di fatica e di tempo il cercarne il 
valore ; poiché questo si deve riguardare affatto indetermi- 
nato 0 arbitrario. Tanto è per esempio dell’ espressioni 
a — a I i 

ò — b ' a — a b — à’ 

ed altre simili , che possono senz* assurdo eguagliarsi ad una 
grandezza qualunque. Non è dunque di esse che qui s’ in- 
tende parlare , ma delle funzioni di una variabile , propria- 
mente dette , le quali riducendosi ad una delle notate forme 
sol quando alla variabile si dà un valor particolare (cioè 
a dire numerico , o pure dipendente dagli altri simboli con- 
tenuti nella funzione), debbono prendere in tale ipotesi, come 
io ogni altra , un valor determinato. 

Consideriamo in primo luogo il caso di una funzione fratta 

/(^) 

F{x) ’ 

la quale divenga ^ quando si suppone ar = a, pel simulta- 
neo svanimento delle funzioni fio:) ed F[x). In questo caso 


funzioni multiformi le irrazionali tra le algebriche, c log at, are. sena:, 
arc.cosx, ec. fra le trascendenti ordinarie. Quanto poi all’ esponen- 
ziale cF , questa sarà uniforme o multiforme secondo che X sarà un 
numero intero o frazionario. 
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tion ^ già che si cerchi 11 rapporto che han tra loro le quadtità 
cspreàe da f{x) ed F{x) quando più non sono; perchè il 
rapporto fra due zeri, come altrove ( nota del n.® 9 ) l' abbia- 
mo detto con Lagrange , non presenta alcuna idea , sebbe- 
ne il supporlo eguale ad un numero qualunque non condu- 
ca all’assurdo. Ma quel che veramente si cerca è il limite 
verso cui tende il rapporto variabile delle funzioni f{x) ed 
F,{x) a misura che x avvicinasi ad , ed esse stesse in 
conseguenza si avvicinano a zero ; o in altri termini, è il rap- 
porto che vi ha tra le funzioni quando i loro valori diven- 
gono infinitesimi per la sostituzione di un valore infinita- 
mente prossimo ad a io vece di -a? (*). Questa maniera di rav- 
visar la quistione già indica poter essa risolversi ordinaria- 
mente per la considerazione de’ differenziali ; nondimeno il 
rigore c la chiarezza esigono una più minuta dichiarazione. 

p 4 - Essendo evidente che all’ avvicinarsi di a? ad a si av- 
vicina pure X — a a zero, ne viene in conseguenza che se 
noi ponghiamo x — a = h , 0 vero a: = a + à , potremo 
ritrovare il dimandato limite sostituendo a-)r h in luogo di 
ar nella proposta frazione , e poi cercando il limite verso il 
quale converge il risultato a misura che h si avvicina a 
zero. Ora supponendo in primo luogo clic il valor partico- 
lare a non sia di quelli pei quali potrebbero essere in di- 
fetto gli sviluppi delle funzioni f[a-\-h),F{a-\-h), ot- 
tenuti colla serie di Taylor, ed avendo riguardo che jT(«) 


(*) Similmente , considerando ciò che in matematiche si dice infinito 
come una quantità maggiore non di ogni altra possibile ( il che sa- 
rebbe in contraddizione colta natura stessa delta quantità), ma sì bene 
di ogni altra data della medesima specie ; o che torna lo stesso , con- 
siderando l’ infinito come il reciproco dell’ infinitesimo , si rende chiaro 
c naturale che possono esservi diversi ordini di infiniti come di infini- 
tesimi (nota del n.° Ò4), che il rapporto di duo infiniti può essere 
finito , nullo , o infinito esso stesso , e che a simili vicende è anche 
subordinato il prodotto dello zero per l’ infinito , il quale vuoisi tenere 
equivalente al rapporto di un infinitesimo ad un altro. Finalmente per 
r adottata nozione dell* infinito è palese che altresì la dilfcrenza di due 
infiniti può risultare finita , o nulla , o infinita , essendo di tutta evi- 
denza che l’addizione di una qualunque di queste specie di quantità 
a<l una quantità infinita debba produrre un risultamento infinito .. 

4 
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ed F {a) soii nulle per ipotesi , possiamo esser certi che la 
equazione 

F(a-\-h) A® 

hF\a)^-F«{a)+^F’"{a)^ec. 

sussiste almeno da h convenevolmente piccolo sino ad à=o; 
essa dunque sussiste nel limite , che è quanto per noi ha* 
sta. Ma il limile del primo membro è il valore dimandato, 
e quello del secondo membro , dopo aver soppresso il fattor 
comune h nel numeratore e nel denominatore di questo mem- 
bro , è apertamente 

/'(«) 

F' (a) » 

dunque il valore che prende una proposta frazione nel 
dare alla variabile un valore che ne annulla i termini, 
si ottiene , in generale , sostituendo lo stesso valore della 
variabile nella frazione che ha per termini i coefficienti 
differenziali di primo ordine dei termini della proposta. 
Se fossero nulli anche f'{a) ed F'{a), si applicherebbe la 

stessa regola alla frazione 5 o s* cercherebbe il 

limile del secondo membro dell’equazione precedente, dopo aver 
soppresso nei termini di questo membro il fattor comune 

— : e nell’ uno o nell’ altro modo si troverebbe 

f" (°) 

pel richiesto valore ; e cos\ di seguito. In sostanza , non po- 
tendo esser nulli nel tempo stesso lutti i coelBcienti dif- 
ferenziali delle funzioni f{x) cà. F{x) quando x — a, senza 
dare nell’ assurdo' che ancora le quantità f[a + h) ed 
F{a h) , variabili con h, sarebbero nulle, si può af- 
fermare che il valore della proposta funzione fratta dipende 
sempre da quelli dei primi coeincienli differenziali , uno del 
numeratore e l’altro del denominatore, che han valore ef- 
fettivo ; se non che , quando il primo dei coefBcienti diffe- 
renziali effettivi del numeratore non è dello stesso ordine del 
primo ira i coelEcieoti differenziali effettivi del denominatore, 
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il valore cercato sarà nullo o pure infinito, secondo che ap- 
parterrà al numeratore o pure al denominatore quello dei detti 
due coeilicienti difierenziali che è di ordine più elevato. 

9.5. È chiaro da ciò che precede che quando i primi dei 
coefficienti differenziali delle funzioni f[x),F{x), che non 
divengono nulli facendo x = a, sono tutti due infiniti e 
dello stesso ordine , la data regola non risolve il problema> 
dandoci il limile richiesto sotto una forma egualmente inde* 

• 00 
terminata — . 

00 

Or (juesto si può verificare sol quando la serie di Tajlor 
è in difetto per rapporto a tutte duole funzioni f{x) , F{x); 
ed anche in tal caso la data regola si terrà valida se i 
detti due coefficienti differenziali dolio stesso ordine, non di* 
venuti nulli, sono uno finito e l’altro infinito (*) , essendo 
palese che non debbono aversi in conto di espressioni inde- 
terminate V infinito diviso per zero , e lo zero diviso per 
f infinito. 

96. Del resto , anche quando la data regola c in difetto, 
per risolvere la quistione nisogna sviluppare, come che sia, 
j{a-\-h) e F{a->ch) iii serie ascendenti per rapporto ad 
h. In queste serie non vi saranno nò termini indipendeutì 
da A , ne termini affetti da potenze negative di questa (juan* 
tilà ^ contro l’.avviso dell’ autore ) , dovendo queste sene ri- 
dursi a zero con h ; ma ben vi saranno delle potenze fra- 
zionarie di h , stante l’ ipotesi che le medesime non possono 
dedursi dal teorema di Taylor. Ora è manifesto che dividendo 
il numeratore e il denominatore della frazione costituita da 
tali serie per la più alla potenza di h comune ad amendue, 
si farà palese dopo ciò il limite della frazione , ossia il va- 
lore cercato ; il quale , allorché i primi termini delle serio 
sono lutti due liberi da h sarà finito ed eguale al rapporto 
di tali termini; e sarà nullo o pure infinito, secondo cho 
h affetta il primo termine del numeratore 0 pure del deno- 
minatore. 


(•) In questo luogo l' autore sembra essere meno che esatto net dire 
in termini assoluti c si fon adraet que les deux fonctions f{x) et F (x)^ 
1 ou seulement l’une d’entre elles , ne puisseut pas se développer 
s Euivanl les puissances cntières de h lorsqu’on donne à a; la vateur 
* particolière « , la règie précédente ne pourra plus s’appliquer i . 
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97. Dalla teoria passando agli esempi, sia per primo la 
frazione 


1 — X 


di cui si cerchi il valore quando ar = i : supposizione che 
rende nulli ambidue i suoi termini. Il rapporto dei coelE- 
cienti differenziali di questi termini è 


I — (n -t- i) 


dunque ponendo anche in esso x=i , avremo semplice- 
mente n pel valore cercato. Infatti è noto dall’algebra che 
la funzione proposta rappresenta la somma degli « termini 
della progressione geometrica x -{• . . . + a:”, on- 

de quando x = i dee ridursi ad ?i. 

Cerchiamo ora per lo stesso caso il valore della frazione 

I — (n+r)***-*- n®" "I" * 

■ (i-xr ’ 

la quale essendo il coefficiente differenziale della precedente, 
esprimerà in conseguenza la somma dei termini della serie . 
-I 2x -f- 3 ar“ +•••■+• * j che è del pari il coefficien- 

te differenziale dell’anzidetta progressione. Il rapporto dei 
coefficienti differenziali dei due termini è 


— a(i — X ) * 

ma i termini di quest’ altra frazione svaniscono ancor essi 
quando x=i. Si passerà dunque al rapporto dei coefficien- 
ti differenziali di secondo ordine dei termini della frazione 
primitiva , che è 

— (n — i)n(n-t-i) a?""”* n® («-+-1 * 

a ’ 

e fattovi x—i, avremo ” ^ - pel valore dimandato : 

di accordo ancora con quanto si conosce circa le progres- 
sioni aritme'tiche. 

98. La funzione ^ in cuf si suppone positivo, 
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dà per rapporto dei coefficienti diiTerenziali dei due termini : 

I 


X I ^ ^ 

■ — - — Quindi il valore di essa , corrispondente ad ar = o 


sarà infinitò, l’ unità, o zero, secondo che » è >i, =i, <[r. 


Trovasi lo stesso per le funzioni — 
do sempre n positivo. 


e 


sen X 

• , supponen- 

jr" 


Quanto poi alla frazione - — , è forza passare ai coef- 
ficienti differenziali di secondo ordine, il che dà ; 

n(n — i)*" “ 

onde il valore di tal frazione , corrispondente pure ad ar = o, 
sarà inOnito , o pure ^ , o pur zero , secondo che n è 

s* palese che supponendo l’arco 
X infinitamente piccolo per rapporto ad una quantità data , 
I — cos ar , o vero il seno-verso dell’arco sarà, alla sua 
volta, inGnitamente piccolo per rapporto all’arco, non che 
per rapporto al seno che nel limite è uguale all’arco (28); 
e sarà per conseguenza un inGnitesimo di secondo ordine 
per rapporto ad una quantità data ( 54 ): risultamenlo che si 
può anche dedurre dalla semplice geometria. 

99. Sia ora la frazione 


3 _ 3 

]/x — — a)* 

3 ~jr 

l^( X — ay 

e se ne cerchi il valore pel caso in cui xs=a. In questo 
caso la serie di Tajlor non è applicabile ai due termini 
della frazione , ma ciò nondimeno siccome il rapporto dei 
coefficienti differenziali di essi , che è 

h I V( ^ — o ) 
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noa prende forma indeterminata , ma diviene — ^ quando 

3V/ a 

ar = a , sarà questo il valore della frazione nel medesimo 
caso. 

Ala se per lo stesso valore di x si cercasse quello della 
frazione 


X — a 

— a* 

ai cui termini neppure è applicabile la serie di Taylor, l’uso 
di questa serie o , che torna lo stesso , dei coefficienti dif- 
ferenziali non risolverebbe il problema , perchè questi coef- 
ficienti divengono tutti due infiniti quando x = a. Si porrà 
dunque, a tenore di quanto abbiam dfetto nel n.® 96, as=a+A 
nella frazione proposta , il che dà 

-4- A — I/o" -4- |/A 
20 -4- /i . 

e si noteranno i soli primi termini degli sviluppi del nume- 
ratore e del denominatore in serie ascendenti per rapporto 

ad A, termini che nel caso attuale sono \!h, e \l2a.\Jh', 
e poiché questi sono affetli da una stessa potenza fraziona- 
ria di h , il rapporto dell’ uno all’ altro , indipendente da h 

ed eguale a — i- sarà il valore dimandato. 

1/20 

Nel precedente esempio i primi termini degli sviluppi in 
serie del numeratore e del denominatore erano affetti aa po- 
tenze intere e positive di h mentre nell’ esempio attuale que- 
ste potenze sono frazionarie : ecco il perchè soltanto il pri- 
mo di questi due esempi si è potuto eseguire col teorema di 
'Taylor. Infatti abbiamo veduto nel n.“ 90 che questo teore- 
ma è compiutamente in difetto quando la serie dee conte- 
nere potenze negative di h ; ma quando la serie può da prin- 
cipio contenere potenze positive di A , i termini che ne sono 
affetti son dati dalla formola di Taylor sino a che gli espo- 
nenti di tali potenze sono nel tempo stesso numeri interi. 
100, La regola del n. 64 dà pure, in generale, il va- 
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lore che assume la frazione quando al supporre ar= a 


diviene Difatti , la della frazione è identicamente uguale 
all’ altra 


F{x) 


1 ’ 

/(®) 

e questa prende la forma ^ quando x=:a , a motivo che 
i valori di f{a) ed F{a) sono inGnili per ipotesi. Avremo 
dunque il richiesto valore di facendo capo dal rap- 

porto dei coefficienti differenziali dei termini della nuova fra- 
zione. Ma questo rapporto è 

F'(x) f(x)* 


dunque sarà. 


.IM. 
’ /(*)* 


ossia 


/'(*) F{x)* ’ 


e quindi 


eh’ è quanto volevasi dimostrare. 


Sia per esempio la frazione — , di cui fu parola nel n.® 

e®“ 

65 , e se ne cerchi il valore quando a? = oo . Prendendo i 
coefficienti differenziali dei due termini , il rapporto di essi 

trovasi essere — ^ : or questo diviene apertamente nullo 


xe“ 


quando a; =x oo , conforme in quel n.° fu annunziato. 
Similmente , considerando la frazione ^ il rapporto 

dei coefficienti differenziali dei due termini è 
log e 

X log -e 


wx 


,n — i 


««■ 


Digitized by Google 



(ll2) 

Quindi supponendo n positivo, la proposta frazione sarà nulla 
come questo rapporto quando x= co. 

101. Per riguardo alla supposizione a: = oo, noteremo che 
qualche volta la quistione si rende più semplice ponendo 

prima a: = ^ , e poi facendo 2 = 0 nella risultante funzio* 

ne di z. 

102. Sia ora il prodotto f{x).F[x), e supponiamo che 
prenda la forma o.oo quando x = a. 

Questo caso può subito l'idursi ad uno dei due precedenti 
sostituendo al prodotto una o l’ altra delle frazioni 
f{x) F(x) 

__ , _ j 


che sono identicamente uguali al medesimo , e che pren- 
dendo la forma ^ , o pure ^ quando x = à, possono in ge- 
nerale trattarsi colla regola del n.“ 94. 

Per esempio i prodotti ( i — a: ) tan ^ , ed x” log x pren- 
dono la forma o.oo quando si pone x=i nel primo, ed 
x = o nel secondo in cui n si suppone positivo ; ma sosti- 
tuendo ai medesimi le frazioni equivalenti 

J — X I — X log.® log® 


lan- 


col — 
8 


i rapporti dei coefficienti differenziali dei termini di queste 
frazioni si trovano essere rispettivamente 

log e 

® g” log e 


— I 


2 sen* 


— n®‘ 


-n — I 


n 


2 sen 


• •• 2 8 

Dunque siccome questi rapporti divengono - e zero sotto 1 

notali valori di x, anche i valori dei proposti prodotti saranno 
per ordine - e zero^^ 
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io3. Finalmcnlc quando una funzione di x diviene oc — oo 
al supporre a:==:a, si procurerà trasformarla o farla dipcn* 

derc da un’altra clic divenga o pure o pure o.oo 

per lo stesso valore di or, c poscia si applicheranno a que- 
st’ altra funzione le cose precedenti. La delta trasformazione 
è spontanea quando si suppone che la proposta funzione 

abbia la forma , e che /"(x) od jF(x) siano nulle 

allorché x=s:a, i^sendo evidentemente 

? ^(g)— /(g) 

/(or) F(x)-^ f(x).F(x) ^ 

Per esempio la funzione a? lan a: — ^ sec ìf diventa oo—oo 

^ xsenx — - 

nuando x = - , ma scritta sotto la forma 1 divic- 

* a cosx 

ne ^ per lo stesso valore di a: , e per la regola del n.° g4 

SI trova eguale a — i. 

Similmente la funzione Ioga? diviene oc— oo quando 

ar 0 , ma siccome posta sotto la forma ^ ^ ^ conile* 

se 

ne il termine arlogar che diventa o.oo per Io stesso valore 
di X , dipenderà m conseguenza dal valore di questo termi* 
ne. Ma questo valore , per ciò che abbiam detto nel n.° los 
è zero , dunque la detta frazione e con essa la funzione prò* 
posta sarà di valore inlinito quando a; = ó. 

to 4> Quanto finora abbiamo detto riguarda le funzioni 
esplicite di una sola variabile , ed an^c , se si vuole , i 
loro coefficienti differenziali, che sono altre funzioni cspli* 
cite e cognite per le regole della differenziazione. E chiaro 
che si potrebbero intraprendere le medesime ricerche sulle 
funzioni date esplicitamente fra più variabili, ed equivalenti 
( in virtù di equazioni date ) a funzioni implicite di una sola, 
come pure sui coefficienti differenziali di simili funzioni ; ma 
questo argomento non ci sembra esser proprio di un libro 
elementare. 


iS 
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Xi. yJpplicazìone del teorema di Taylor alle funzioni 
semplici di una variabile. 

> 

1.0 Serio dedotta dalla funzione algebrica x”*. 


to5. Dai vari ccefficienli differenziali di ar” notati nel 
n.° 56 si desume facilmente per induzione 

t”* 

— ! — s=m(m-—i)(m — 2)..,(m — . 

t/a:”* 

Quindi, per ciò che si disse nel n.” 86, Io sviluppo di (ar+Zi)”* 
in espressione finita sarà 

+ 


dove 0 esprime una frazione positiva ; ed osservando che i 
limili dei valori che può assumere il fattore (x-f- 64)”*”** 
da 6 = 0 sino a 6 = i sono evidentemente a:”* ed 


(ar + yi )”*“'* , ne trarremo in eonseguenza che il valore di 
(t + 4)”* è sempre contenuto fra quelli che prende il recato 
sviluppo sostituendovi ora ar”*"** , ora ( ar + 4 )”*“ ** in vece 
di (a: + 

io6. Per ciò che riguarda la convergenza dello sviluppo^ 
esteso indefinitamente , ci limiteremo al caso in cui a; ed 4 
hanno segni simili , anzi supporremo che tali segni siano 
positivi , essendo noto il modo di far dipendere la potenza 
di un binomio di termini negativi da una simile potenza del 
binomio formalo dagli stessi termini con segni posihvi. Al- 
lora , siccome i termini dello sviluppo debbono presto o tardi 

f irender segni alternamente positivi e negativi , basterà per 
a convergenza che i medesimi vadano sempre diminuendo. 
Ora il termine \>. esimo dello sviluppo venendo espresso dal 
penultimo della formola precedente, ed essendo inconseguenza 

ot(ot— i)(ot — a). . .(ot— | x-+-a)(OT— |x-n) ^ ^ 

z.,3v 
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r espressione del seguente termine ( ju + i ) esìmo , il rap« 
porto di questo al primo sarà, com’è chiaro, 

ffl— (*-t- 1 h 

(A X 

Ma il valore assoluto del limite verso cui tende questo rap- 
porto a misura che cresce /u è - ( loo } ; dunque se à è mi- 

X 

nore di i valori assoluti dei termini, dello sviluppo di 
^ a? + à )”* forniti dalla serie di Taylor , da un certo luogo 
in poi andranno a diminuire , e quindi lo sviluppo sarà con- 
vergente. Ciò ha luogo ancora , per virtù di altra dimostra- 
zione , quando h è negativo ma di valore assoluto minore 
di X , sebbene in tal caso i termini dello sviluppo ( a lungo 
andare pur decrescenti per la ragione recata ui sopra ) fi- 
nissero con aver segni simili (*). Si può dunque aficrmarc che 
lo sviluppo del binomio di ÌVeviton in serie injimla è con- 
vergente quando , asirazion fatta dal segno , il secondo 
termine ckl binomio è minore del primo. 

107. Per contrario , dal notato rapporto di un termino qua- 
lunque dello sviluppo al precedente c manifesto che tale svi- 
luppo sarà divergente quando, astrazione fatta dai segni , il 
secondo termine del binomio è maggiore del primo, perchè 
allora i termini di esso sviluppo del^no presto 0 tarai farsi 
crescenti. 

108. In amendue i casi dividendo per ar*” i due membri 

* ^ 

deir equazione, e poi scrivendo x in luogo di - , si ottiene 
(i-j-a:) =i-^mx+ — - — x +...+ — , ^ 


2.3...((x-i) 


— (X 


(*) E facile sentire la verità di questa asserzione riflettendo, che quan- 
do |x è divenuto sì grande che il valore assoluto del fattore 

può stimarsi a un dipresso eguale all’ unità , da quel luogo in poi i 
termini della serie sono ancora, a un bel circa, eguali ai termini suc- 
cessivi di una progressione geometrica decrescente ; ondo si vcriiìca il 
sccoudo cargUorc di convergenza notato al n.° S3, 
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Quindi la scric espressa dalla prima linea del secondo mem- 
bro , protraila all' inOnito sarà convergente ed eguale ad 
( I + ar)” quando il valore assoluto di a: fe minore dcirunità. 

Per le cose precedenti la formola del binomio di Newton, 
che negli elementi d’algebra suol esser dimostrata pel solo 
caso dell’ esponente intero e positivo, vedesi estesa ad un espo- 
nente qualunque. 

2.0 Serie nascenti dalla funzione logaritmica logx. 


109. Dal n.° 57 si deduce 

rf»*.logx __^. 1.2. 3 .. 

djy- ^ * art* ’ 

valendo il segno quando [s è dispari , ed il segno 
quando 12 è pari. Dunque pel n.” 86 avremo 


(h A* 

- — -+...=p 

* 2X* ( 




A(* 


) 


(pi— i)x^* f*(x-p-«Af 

ed i limiti del termine complcmcntalc , rappresentato dal- 
r ultimo di questa espressione, si avranno con sostituire in 
quest’ultimo ora a**, ora t a: + 4 )'^ in vece di (ar + 64 )•*. 

no. É chiara qui, pel n.° 83, la convergenza della se- 
rie protratta all’inHnilo quando il valore assoluto di h è 
minore di 'quello di x ; perchè i suoi termini , in tal caso 
decrescenti , hanno segni alternativi se quelli di ar ed 4 sono 
simili , o piuttosto positivi acciò log ( a + 4 ) sia reale ; c 
son tutti negativi, ma rispettivamente minori dei termini di 
una progresàone geometrica decrescente, se 4 è negativo. 
Ma quando il valore di 4 , qualunque ne sia il segno , c 
maggiore di quello di ar , la serie si terrà divergente , per- 
chè il rapporto di un termine qualunque al suo precedente, 

espresso da ^ * • - , rende manifesto che i termini della 

serie debbono , tosto 0 tardi , farsi crescenti. 

in. Supponendo ar = i , e poi scrivendo x in vece di 
4 , r equazione precedente ci dà quest’ altra 


V 


Iog(i +ar)=Ioge.(ar — 




(*-i 


)- 
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che pei logarllini neperiani diviene scmplicemenic 


3*5 aA aJ*—* 

l(i+^)=a:--+3— : 
Quindi, per ciò che abbiamo dello, la serie 




|x( 




sarà convergente pei soli valori di x compresi tra i e — i, 
ed in- tal caso eguaglierà 1 ( i + ar ). Sostituendo in essa or 
l’uno or l’altro di questi limiti, si hanno le due serie par- 
ticolari 


I l I 


ec. 


’ -(* + ^ + 5 + 1 + 


la prima delle quali essendo convergente (83) esprimerà 1 2; 
ma l’altra che se fosse convergente o di valor ilnilo dareb- 
be per 1.0 questo stesso valore , dovrà io vece stimarsi di- 
vergente a motivo che l.o per la natura dei logaritmi c 
— 00 (*). 

II2. L’ espressioni finite dei logaritmi lo^( i-\-x) e l(i-l-a:), 
uno relativo alla base qualunque a , c Y altro alla base ne- 
periana e , danno apertamente la relazione 

log(i -f ar) = logo. l(i -t-ar), 


che sussiste per tutti i valori positivi di i x , c da cui 
sostituendo per i -f- ar la base a si ottiene quest’ altra 


I =Ioge.lo, e quindi loge = -j^. 

È dunque chiaro che log e, ossia il numero coslanle pel 
quale converrebbe molliplicare i logaritmi del sistema ne- 
periano (che vuoisi riguardare siccome il primo e il più sem- 
plice di tutti) per avere nei prodotti i logaritmi di un altro 
sistema , eguaglia l’ unità divisa pel logaritmo neperiano 


(*) La divergenza della serie i -1- i -1- t -4- -1- y -t- ec, si’ mani- 

festa ancora dircUamcnIc osservando che essa pareggia 

c che ciascuna di queste inllailc somme parziali c maggiore di 
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della base di quest' altro sistema. Questo numero costante 
chiamasi dalla piupparte dei geometri modulo del nuovo si- 
stema , c per la definizione che ne abbiamo data è evidente 
che il modulo del sistema neperiano è l’ unità. 

Viceversa , la relazione 

1( l'-f a?)=j^log( I + a?) = la , log( i +a:) , 

che emerge dalle due precedenti , ci dimostra che per pas- 
sare dai lo^ritmi di un sistema conosciuto , che supporre- 
mo 'essere li briggianOf ai logaritmi neperiani che son quelli 
i quali ordinariamente si presentano nell’ analisi sublime , 
bisogna moltiplicare i primi o pel numero frazionario espres- 
so dall’ unità divisa pel logaritmo briggiano di e , e calco- 
lato in decimali mediante l’uso della tavola briggiana di- 
chiarato nell’ algebra , o pel logaritmo neperiano della base 
briggiana io, cavato da una serie ben convergente. 

ii3. Pertanto aggiungeremo qui alcuna delle serie oppor- 
tune alla valutazione dei logaritmi , c che non sogliono es- 
ser date nell’ analisi elementare. 

Cambiando a: in — x nella serie infinita 

log(i + ar) = loge.^ar — y — ec. J , 
si ottiene 


log(i— ar) = --logc.^a:-t-y -fy + y-t- cc.^ , 
c sottraendo questa dalla precedente , nasce la serie 

^oS^ = 2 loge.(a:-f^ + ^+y+ ec.),. 

più convergente dell’ altre due per tutti i valori di x com- 
presi tra I e — i . Sia ora 

i-H® z-ì- 1 . , 1 

= , donde x — : 

1 — X z az 1 

con queste sostituzioni la serie precedente dà l’ altra 

l<,g(,+ .H0g.+2l»g..(^+i^+i^-^+CC.). 

di conYergenza assai maggiore , c bea sicura per tulli i va- 
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lori posilivi di z (83). Con essa pertanto divien facile il cal- 
colo dei logaritmi dei numeri 2 , 3 , ec. , cominciando dai 
neperiani pei quali log e== i , e ponendo successivamente 
z = I , = 2 , ec. 

114 .. La precedente serie in z , comunque convergente, 
non dà immediatamente i limiti dell’ errore che si commette 
arrestando il calcolo numerico ad uno qualunque dei suoi 
termini.' A questo line , e per far conoscere l’ importante re- 
lazione che vi ha tra i logaritmi ed i radicali , facciamo 
1 x = y , ossia x-=y — i nella serie trovata dianzi jicr 
log ( I “j* a: ) ; avremo per tal mezzo 

logy =Joge. [(y— I ) — -J (y — i i (y — i )^— |(y — i )^-h ec] , 


e nel caso dei logaritmi neperiani 

>y=(y— 0 — i(y— i)“+T{y— i)*— T(y— ec. 


Quest’ ultima espressione quando si mette y = o,i dà 


I.ios=o,9 + 


(o>9)“ , (o»9)^ 


+ ec. 


con che si ottiene facilissimamcnte 1. io s= 2,3o2385o9. . 
Questo dunque è il fattore per coi bisogna moltmlicare il lo- 
garitmo hnggiano di un numero qualunque amn di avere 
nel prodotto il logaritmo neperiano dello stesso numero. Ed 
effettuando in decimali la divisione dell’unità per tal fat- 
tore , il quoziente Af= o,4.34-29448- • • è per le cose anii- 
dettc il modulo del sistema briggiano. 

In generale però l’ espressione di log y non potrébb’ essere 
utile se non quando y difierisce pochissimo dall’unità, ma 

I 

se in vece di y si ponga una volta z” , ed un’ altra vidla 
1 

z " , avremo le due serie 

lDgz=«loge.[(|/^-i)~i(|/i-i) -t-iCl/à-i)*— ec.]. 


logs=nlogc. rf I — V-ij — 

U Vi] \ Vi 


n 

\/z) 


— ec. 


1 


la prima delle quali è convergente dal valore di n in sopra 
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n 

clic rende V2 <^2 , e la seconda lo e dal valore dì n in 

n 

sopra clic dà i- Quindi supponendo n tale che siano 

nuempiute amendue queste condizioni , ed osservando che i 
termini di una serie hanno segni alternativi mentre quelli 
dell’ altra son tutti gli stessi , avremo 

Iogz-<«log< 7 .(v 2 — e log2>«loge.^ i — : 

\ l^z/ 

il che somministra per logz due limiti che si possono ren- 
dere vicini uno all’ altro quanto si vuole , aumentando 
r esponente n del radicale. 

Il 5. Supponendo n~ 00 ^ la regola del n.® g 4 - dà logz 
per valore aciruno e dell’altro limite, per modo che allora 
si può ritardare come espressione esatta di logz l’una o 
r altra ddie formolo 

7 ilog<?.(vz — i), ed nloge.^ i— — 

\ I/*/ 

Da ciò e lecito conchiudere che i logaritmi possono ri- 
guardarsi come appartenenti alla classe dei radicali , e sotto 
questo rapporto si può anche dire che ad un numero dato 
corrispondono sempre infiniti logaritmi , perchè la sua radice 
di grado infinito ammette per necessità infiniti valori diversi. 

È per altro notabile che in virtò delle stesse formole un 
solo di tali logaritmi è reale ; perchè quando anche il nu- 
mero infinito n voglia riguardarsi come pari , non sarà le- 

n_ 

cito prendere indifferentemente \/z col segno -f- o col segno 
— , ma converrà usare il + quando z ^ i , ed il — quan- 
do z I , acciò i risultati delle due formole siano di ac- 
cordo. £ siccome quando z si suppone negativo non riesce 
possibile che amenuue le formole divengano reali e di segni 
simili , questo fatto indica per sè solo che un numero ne- 
gativo non ammette alcun logaritmo reale. 
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3 .® Sviluppo della funzione esponcmialc a*. 


Tifi. Dai numeri 58 o 86 si trac ad evidenza: = 




0“)* z3 , , 

2.3 2.3.. .(^l) 


+ 


2.3...,* J 


Quindi dividendo questa equazione per , e 
biande A in a? , avremo 


o^si-hla.a: 



a:''- 


2.3...(^^-i) 


poscia cam- 


ed in questa essendo i ed i limili di tutti i valori che 

può assumere da 6 = o sino a fl = i , ne viene in con- ■ 
seguenza che quelli del termine eomplcmcntale della serie • 
scritta nel secondo membro saranno rispettivamente 


(la)'*®'* ^ (la)'*a^®'* 

3 ' 9 C .. • 

. . .{X 2.0. . .{X 

117. A giudicare della convergenza o divergenza della me- 
desima serie non sarebbero in generale suilicienti i caratteri 
notati nel n.® 83 , ma vi si riesce con faciltà mediante la con- 
siderazione dei notali limili , poichò essi divengono 


(la )'*-♦- 1 ®'*+* (la)'*+'g^®'*+» 

a.3...((*+i) a.3. . .( ,*-1- I ) 

quando nella serie si considera un termino dippiìi , 0 con 
ciò il rapporto di ciascuno di questi al rispettivo limile pre- 


cedente vien rappresentato da 


I a.® 

(ik-+- I ' 


Ma qualunque sicno i 


valori di la ed x, è chiaro che questo rapporto tende a zero 
al crescere di p ; dunque i limili del termine complemerilale 
ossia del resto della serie potranno rendersi piccoli quanto si ' 
vuole con accrescere sempreppiii p, e quindi la serie Gnirà 
sempre per divenire convergente. 

118. Supponendo ar==i si trova 


a 2 . J ' a . 3 .4 


+ ec. 


serie convergente per la quale si potrebbe dedurre il numero 
dal suo logaritmo neperiano , o vero la base dal modulo , 

16 
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siccome quelle dei n.*ii3 e ii4- servono a dcsmncrc il lo- 
garllmo dal numero, o vero il modulo dalla base. Essa pel 
cambiamento di a in e riproduce la serie 

«=,+ i + i+jlj+j^ + ec. 

che nel n.® i6 si ebbe per espressione del numero e ; e Io 
stesso cambiamento , praticato nella espressione generale di 
fl®, ci dà 

X , a;* , a-s , , 

e ^ + cc. , 

a 2.3 2.3.4 

serie che pur essa è sempre convergente. 

4-° Serie dedotte dalle funzioni trigonometriche sen a; c cos 0 ., 

119. Essendo in virtù del n.“ Sg 

( . d^^.cosx f , («f\ 

= sen I a- 4- ), e = cos I ar + — I , 

\ ^ da^ \ 




dx^ 

la formola di Taylor (86) ci darà subito 
scn(a: + ^) = sena^-l“ cosx.h 

((*—1)*' 


senar,. cosar., , , 

4* -4*4-....+ 

2 ■ 0 


— \ , " ^ 

2.3. . .(fi — l) 2.3. . * 1 »’ 


..3.. 

cos(ar + 4)=cosar — sonar. 4 — ^^^^4*+ 




COS 


+ 




h<-, 


2.3...((t— i) ' 2.3.. .(* 

c siccome i valori del seno e del coseno di un arco qua- 
lunque son sempre compresi tra — i ed i , i temimi com- 
plementali che rappresentano i resti delle serie finite scrit- 
te nei secondi membri , saranno per necessità contenuti 

fra — — ^ — , e + — ^ — . Inoltre le medesime sieer 


2.3. . .(il ’ 


2.3. . 
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prolralte all’inGnito saranno convergenti, qualunque sieno 4 
ed X ; perchè considerando in esse un termine dippiù , si 
trova facilmente che i limiti dei nuovi resti eguagliano i 

precedenti moltiplicati pel rapporto - , il quale diminuisce 


indefìnitamente al crescere di f*. 

120. Supponendo nelle medesime serie ar=o, poscia scri- 
vendo X in vece di A , e tralasciando i termini compleraen- 
tali , sì hanno le serie infinite 


sca x — x 


a. 3 


2,3.4-S 


XI 

a.3. . -7 


+ 


ec. 


cos ar = I 



arA 

a. 3. 4 


ar® 

2.3. . .6 


+ ec. 


sempre convergenti, e dovute a Newton. 

12 1. Toglieremo pure ad esempio la funzione y=arc. tan ar, 


per la quale abbiamo dal n.“ dH ,~ = —-^^ = cos'y. 

Differenziando, senza perdere di vista che y è funzione di a:, 
si trova 


— — =K — a cosy . sen y . ~=s— 2 cosy . sen y . cos“ y = — sen ay .cos* y , 
dx* dx 

d^v / , 

— — = 3 — al cos ay . cos *y — 'Sen ay . cosy . sen y 1— == — a cos 3y . cos ’y, 
</x* \ /dx 

= 2 . S^sen 3y . cos Sy -)- cos 3y . cos *y . sen y = 2 . 3 sen 4y • cos Ay , 

dx* \ /dx 

^= 2 . 3.4^cos 4y • cosAy — sen 4y . cos ®y . sen y ^^= 2 . 3 .4cos 5y . cos®y, 
e cosi_^dI seguito. Avremo dunque pel teorema di Taylor 
are . tan ( a: -1- A ) =y -I- cosy . cos y . 4 — sen 2 y . cos _ 

A* a4 a“ 

— cos3y.cos®y.^+sen4y-cos^.— -fcos5y.cos®y--g ec. 
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122. Dii questa serie, supponendo x’==^»', e poi cambian- 
do A ia X , si ottiene l’altra 


iC ^ 

arc.tanar=x 5- + -p h ec. 

007 

dovuta a Leibnilz, e convergente per tutti i valori di x com- 

5 resi Ira o, e ±; i.lNel caso precisamente del limite i essa 
à la serie numerica 


T 





I 


la quale per la sua lentissima convergenza non potrebbe 
dare senza improba fatica un valore ben approssimato di ir. 
Ma laddove quest’arco si potesse dividere in parti le cui tan- 
genti fossero minori dell’ unità , ciascuna di esse e quindi 
r arco ir si esprimerebbero per serie convergentissime me- 
diante la formula precedente in x. Or questo appunto si ot- 
tiene col teorema qui appresso del geometra inglese Machia: 


~ =4. arc.tan are. tan , 

4 ^ 3^9 


che bentosto verifìcbcrcmo ; poiché desumendo dalla serie 


in X gli archi le cui tangenti sono le trazioni ed e 
sostituendoli nella espressione analitica del teorema, si trova 

I . 1 I 


«r 

V 




3.5S 


+ 


5.55 

(— h 

\239 3 ( S 


7.57 

I 


3 ( 239 )» 5 ( 239)5 


+ ec. 
— ec. 


serie che dà prontamente 7r = 3,i4il>92653. 

In riprova del teorema di Machia osserviamo che per la 
nota formala di trigonometria 


tan (a-f-i); 


lan a -|-lnn b 
i — lau a.lau b 


, da cui tan 2 a- 


2 tan a 


I — tan* a 


il doppio dcH’arco la cui tangente é trovasi avere per tan- 

u 

5 

gente e il doppio di quest’ultimo, ossia il quadruplo del. 
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primo trovasi aver per laagente — . Pertanto il teorema in 

quistione equivale a dire 

— =; are, tao arc.tan , 

4 119 239 


o vero 


* , , r ,120 

~r + are . fan -v* = are . tan — . 
4 239 1J9 


Ora essendo 1 la tangente di 


«f 

4 


quella del primo mem- 


di quest' ultima equazione, pel notato valore di tan 

r 

si trova essere : ehe è pure la tangente del seeondo membro. 

Essendo i numeri espressi da -r , da e, e da log e nel à- 
stema briggiano, quelli di uso più frequente nell'analisi, ab- 
biamo ereduto dover dare pel primo , siccome altrove pel 
secondo e pel terzo , una serie con che si potesse facilmente 
valutare sino a quell' ordine che si vuole ai decimali. 


XII. Estensione delle forinole di Taylor e di Stirling 
alle funzioni di più variabili. 

123. Consideriamo la funzione 

z=f{x,y)y 

dove X eà y esprimono due variabili indipendenti , e sup- 
ponghiamo che a queste variabili si diano gli aumenti ri- 
spettivi h e k. Trattasi di sviluppare in serie ordinala se- 
condo le potenze ascendenti di A e ^ il novello valore clic 
prenderà la funzione, e che viene indicalo da f[x-\-h,y-j-k). 

A tale oggetto porremo h=iit.m , k=xn, e considerando 
la quantità + «ffz , come una funzione di » in- 

dicala da F {») , sarà 

E(») =/( a: + «w , y + »« ). 

Ora la . funzione F{») si può sviluppare secondo le potenze 
di » mediante il n." 86 , e servono all’ uopo i coelDcieott 
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differenziali successivi di F{a). Per ritrovarli ponghiamo 
u = x + *m ,v = y + «» , 

il che dà 


du 


du 


dv 


dv 


dx ’ </» dy dsf- 

Sarà /"(»)=/(«,«?), e quindi pel n,® 26 

, dfdu, dfdv dj . df 

ma per lo stesso n.° abbiamo 

df . dJ du dJ df .dfdv df 
li, ’ 5r dy—dy* 

dunque sarà pure 






ày 


n. 


Similmente, prendendo il coelBciente differenziale della pri- 
ma espressione trovata per F' («) , e ponendo mente che in 

essa ciascuno dei simboli ^ ~ può contenere ad un tempo 

u e V , si ottiene 

> rfV du . </*/ dv . rfV du , d‘f dv 

' du* d* dudv da- dvdu dx dv* dx 

Ma pel n.° 69 , « F** abbiam detto di 

sopra le differenziazioni eseguite per rapporto ad « o t? , di 
formole dove « = ar + am , t; = y , danno gli stessi 
risultamenli di quelle eseguile per rapporto ad x o y. Dun- 
que la precedente espressione di F" (») si ridurrà all’ altra 

. - d*f „ , 


/’»(») = +2 

' dx* 


M ** f 9 . 

■j-j- mn H — —n 
dxdy 


Similmente si troverebbe 

jS/* » -7 3 


F'" (») ”**-1- 3-^^ w*n + 3 m»® + ^ «* > 

dx^ dx^dy dxdy* dy^ 

é 0081 appresso. ' - 
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Dopo ciò facendo « = o nella funzione /’(»), e nei tro- 
vali cocQìcienti differenziali , ed osservando che allora la 
iuazxone f[x -y ctm , y a.n) , la quale nei detti coefficienti 
si è sempre indicata colla semplice caratteristica J , ritorna 
allo stato primitivo f[x,y) ossia z , avremo 

(o) = z, 


d^Z 


d^z 


rr/i / V 

F' lo) = — m + 2 -r-rfnn H n , 


/’»'(o)=lim*-i-3 


dx^ 


3 #wn®-|- — ; 

dx^dy dxdy^ dy^ 


2 3 
» 


cc. 


e quindi pel teorema del n.“ 86 sarà 




I « * a 

* + — m 


!»• , 
— T* 


+ 2-j-^ m» 
dxdy 

4 - — 
dy^ 


dar 


m 


+3 


d^z 


dx^dy 

d^z 


-OT ZI 


4-3 ZW«' 

dxdy* 

+ 5p” 


«S I 

i3+“- 


o pure , rimettendo A e A in vece di xm ed an , - 

, V , dz, , d*zh* d^z A® , 

r{ar4-4,y4"A)=z4- H + — r — r4-ec* 

^ ! ' dx dx* * dx^ »-3 


</y 


</®z 


dxdy 


hk- 


dh h*k 


dx*dy ® 
dxdy* a 


4- 


A- 


3 2.3 


dy 
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E questa la formola di Taylor estesa alle funzioni di due 
variabili indipendenti , ed il procedimento o , come suol dirsi, 
la legge di essa è evidente. Di più è 'notabile che in essa 
( del pari ebe nella formola di Taylor propriamente detta ) 
il primo termine è la funzione primitiva z=fix,y),e^i 
altri scritti in tante righe verticali sono i dilfercnziali suc- 
cessivi c completi della stessa funzione, divisi rispettivamente 
per I , 2 , 2.3 , 2.3.4 ; ce. tranne solo ebe i differenziali 
dx e dg delle variabili vengono rimpiazzati dai rispettivi 
aumenti A e 4 di esse. Lo stcsSo metodo di calcolo si ap- 
plica senza dillicoltà alle funzioni che racchiudono più di 
due variabili , c conduce al medesimo risultamenlo. 

124* Facendo ora x = o ed y — o nella furinola prece- 
dente, e poscia cambiando A e 4 in ar e y, avremo esteso 
anche il teorema di Stirling alla funzione z=f{x,y) di 
due variabili , mediante la formola 






2.3 


+ ec. 


. dg y dxdg ^x^dg ® 

dg^ * dxdg* * 

.1!^ 

dg^ a-3 

dz, dz, d*z^ . 

dove z , — , — , , ec. servono a rappresentare 1 va- 


lori che prendono le funzioni z 


dz dz d*z 


ec. al suppor- 


re nel tempo stesso ar = o ed y=o. E lo stesso avrebbe 
luogo per le funzioni che racchiudessero più di due variabili. 

120. Quando la serie del n.® t 23 , che d’ordinario si pro- 
lunga all’ infinito , si vuole arrestare al termine qualunque 
^ avremo il termine complementale di essa cercando 
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{ siccome nel n.* 87 ) quello della serie che esprime F(x) 
mediante la sostituzione di 6 x per * nel termino (j«+i 

di questa serie, espresso in compendio da — - , e 

poscia rimettendo /t c A al luogo di am ed «n. Per tal mo- 
<lo se nella serie in discorso non si vogliono considerare che 
i tre primi termini, avrà luogo l’equazione 

rfy( j- Hà , y-j-oi ) A* 
dx^ a , 3 




+ 


, dz, , dH 

+ T 


di/^ a 


d^J‘(es-i~6A hk^ 


dxdy ‘ a 

d^(«-+-«/i,y-M)A) A* 
dy^ a . 3 ’ 

dove d esprime al solito una frazione positiva. 

126. Finalmente ponendo x=o ,yi=o nel termine com^ 
plcmentale della serie di Taylor estesa a due variabili , c 
poscia rimpiazzando h e k con 2: ed ^ , avremo quello che 
appartiene alia serie di Slirling similmente estesa : la quale 
sarà pertanto espressa da 


</x“ 


dxi 


dz d^z 


dy 


dxdy " d^^dy a 


</*» y 

H — + 

^ </y» a ^ 


d^f ( ) jy* 

dxdy* 2 


, </ V ( »X , 6y ) y» 
dy^ 2.3’ 

quando non se ne vogliono considerare che i primi tre 
termini. 

Se dunque i valori diy(a: + A , y + A) , eài^[x,y), 
o di altre simili funzioni di più di due variabili , si vogliono 

*7 
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cspriineie con alcuni lenuiui soltanto delie serie di Taylor 
e di Stirling , a coniare dal primo sino a quelli di un certo 
grado in A , À , o in a: , y ; si avranno i limiti dell’ errore 
provveniente dal trascurare tutti gli altri termini , nel più 
grande e nel più piccolo di tutti i valori che possono pren- 
(fere i termini complementali da 6 = o sino a 6=i. 


XI IL Dei massimi e dei minimi delle funzioni reali 
di una o di più variabili. 

127. Una funziono reale (*) di una variabile si dico clic 
diviene un massima nel sostituire alla variabile un dato va- 
lor particolare quando assume un valor finito, reale, e mag- 
giore di tutti i valori reali die assumerebbe sì aumentando 
che diminuendo quel valor particolare di tutte le quantità 
compreso tra lo zero ed un’ altra comunque piccola. 

E similmente si dice che diviene un minimo quando pren- 
de un valor minore di tutti quelli che prenderebbe , sì au- 
mentando ebe diminuendo il valor sostituito alla variabile , 
Ielle quantità contenute fra lo zero ed un'altra comunque 
piccola. 

A dir lo stesso io linguaggio analitico, la funzioney’(a:) di- 
verrà un massimo nel porre ur=c, se sarày(a) maggiore di 
f{a±h), per tutti i valori di A compresi tra lo zero ed 
un valore arbitrariamente piccolo' ; e diverrà un minimo se 

E er simiglianti valori di A sarà f{a) minore di f{a±h). 
’iù brevemente :jr( a ) sarà un massimo 0 pure un minimo, 
secondo che la quantità f{a±:h) — f{a) sarà negativa o 
pure positiva. 

128. La nozione dei massimi c dei minimi si può anche 
dichiarare geometricamente supponendo descritta la curva 
indicala dall’ equazione y =f[x) , siccome nel n.° 4 - Al- 
lora f{a) sarà una particolare ordinata di essa , ey(o — A), 
f{a + à), per tutti i valori di A compresi tra lo zero ed 


(*) Questo nomo non impnrla che la funzione debba prondere valori 
reali per tutti i possibili valori della variabile da — 00 a -t-oc, ma 
solo per tutti quelli contenuti fra due limiti qualunque ; di tal che 
quan^.la funzione /(x) è reale , l’equazione y=f{,x) in linguaggio 
geometrico esprime necessariamente una qualche linea. 
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un valore comunque piccolo , dinoterarino le ordinale clic 
precedono e quelle che seguono la f{a) per un trailo di 
curva qnonlo si voglia piccolo: ondié ogni ordinala coraime 
ad una serie contìnua di ordinate crescenti e ad un’altra 
di ordinale decrescenti , sarà un massimo della l'unzione -, 
e per contrario, ogni ordinata comune ad una serie continua 
di ordinate decrescenti e ad un’ altra di ordinate crescenti 
sarà un minimo della funzione. 

Stabilita cos'i la natura dei massimi e dei minimi , non 
parrà strano l’asserire potervi essere funzioni che non am- 
mettono nè massimo nè minimo , polervene essere di quelle 
capaci di un sol massimo o di un sol minimo, e polervene 
essere di quelle che ammettono ad un tempo massimi c mi- 
nimi : del pari che una curva può avere le ordinale sempre 
crescenti o sempre decrescenti, come nelle figure i4> ifi , 
19 , 20 ; e può anche presentare una o più alternative di 
ordinale crescenti e decrescenti, come nelle figure i 3 , i 5 , 
21 , 23 , 24- 

129. Ciò posto, passiamo a trovare i massimi e i minimi 
ordinari della funzione reale J'{x) , così chiamando quelli 
che corrispondono ai valori di x determinati per l’ equazio- 
ne f'[x) = o, come andiamo a dimostrare mediante la se- 
rie di Taylor. Questa serie si prolunga ordinariamente all’in- 
fiuito , ma per 1’ uso che noi dobbiamo farne basta da prin- 
cipio arrestarla ai termini di secondo ordine. Allora essa 
ci dà ‘ 

f{x±A) —f{x) = ±: hf^{x) + ^/" ( ar ± e/t ) , 

dove e esprime una frazione positiva ; quindi per ogni va- 
lore di X capace di rendere j{x) un massimo o puro un 
minimo , il secondo membro di questa equazione dovrà es- 
sere negativo 0 pure positivo, a somiglianza del primo, e 
ciò costantemente o, vogliam dire, per tulli i valori di h 
contenuti fra lo zero , ed un valore positivo che può sup- 
porsi arbitrariamente piccolo. Ma essendo zero il limite del 

prodotto ^ ./"( a: ±6/i) per rapporto ad A decrescente 

( almeno quando il limite f" (x) del secondo fattore ha va- 
lore finito e diverso da zero ) , ne viene in conseguenza che 
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f >uò supporsi h di vaio») ^ piccolo da rendere , asirazion 
alla dal segno , 

^/"(arrt 64)</'(x), e quindi ^ f" {x ±.^h) <^hf ' {x) -, 

ed è chiaro che dove ciò abbia luogo per un certo valore 
di h , con più ragione avrà luogo per tulli gli altri valori 
compresi tra esso e lo zero. Dunque uinmoltendo questa sup- 
posizione, consentita dalla natura del problema, la quantità 

±hf‘{x)-Yjf"{x±(ih) 

non potrà essere costantemente negativa o costantemente po- 
sitiva ammeno che non si supponga J' [x) = o , e quindi x 
eguale ad una delle radici reali di questa equazione. Al con- 
trario , facendo questa supposizione , c chiamando a una 
qualunque di tali radici , la quantità precedente diverrà 
zi* 

—f” {a:t.^h) , e quindi avrà il seguo di /" (a±6h)-, ma 

questo segno , da un valore di h convenevolmente piccolo 
sino a zero non differisce dal segno della quantità deter- 
minata f"{a) allorché questa è finita e diversa da zero 
( del pari che una ordinata finita ed effettiva di una curva 
ha lo stesso segno di quelle che immediatamente la prece- 
dono e la seguono ) ; dunque /(a) sarà un massimo o pure 
un minimo secondo che f" (a) sarà negativa o pure positiva. 

i3o. Nel caso in cui f"{a) fosse nulla, la quislione ri- 
marrebbe indecisa ; ma allora facendo capo dalla serie di 
Taylor arrestata ai termini di quarto ordine , si à 

f{a±h)-f{a + ^/'^( « ± ) , 

c nulla impedendo di applicare a questa espressione in «ed /t 
il ragionamento di sopra usalo per una consimile espressione 
in X ed h, ne viene in conseguenza che se pel valore a di x, 
già determinato, \a.J'"'{a) è finita, non sarà fin) nè un 
massimo nè un minimo ; ma laddove ancora j " («) fosse 
nulla , avrebbe luogo il massimo se fosse finita e ne- 
gativa, ed il minimo se fosse finita e positiva. 

Allo stesso modo, se fosse ancora = e 

di valor finito, non sarebbe J\a) nè un massimo nè un 
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minimo ; ma supponendo anche a) = o , e (o) di ì 

valor finito , il segno meno o piu di questo valore annun- 
zierebbe un massimo, o un minimo per /{a): e cosi di * 

seguito. 

i3i. Quindi la regola per trovare e distinguere gli uni 
dagli altri i massimi e i miuimi ordinari della funzio- j 

ne reale f{x) di una variabile, potrà essere la seguente; [ 

si eguagli a zero il primo coejffieienle differenziale f' (x) 
delia funzione , e ciascuna delle radici reali dell’ equa- 
zione f' (x) = o si sostituisca in luogo della variabile x 
nei coefficienti differenziali successivi (" (i) ,V" {%) , ec. 
della Jtinzicne , arrestandosi al primo che non diventa 
zero; poicbè sappiamo ( 94 ) che non possono tutti svanire. 

Oliando un tal coefficiente differenziale sarà di valore 
finito e di ordine pari , la junzione diverrà un massimo 
o pure un minimo secondo che il segno di questo valore i 

sarà il meno o pure il più. 

Quando sarà finito e di ordine dispari, non avrà luogo 
nè massimo nè minimo^ 

Quando finalmente sarà infinito , non si potrà desumere 
da esso o dai susseguenti se la funzione divenga o no un 
massimo o un minimo^ Di fatti si è potuto osservare che 
r analisi precedente esclude questo caso, il quale trovasi per 
altro implicitamente discusso nella nota qui soggiunta C"). 


(•) La funzione reale J"(x) , o l'ordinata della enrva che dessa rap- 
presenta , passando da uno stato crescente ad un altro decrescente , o 
pure da uno stato decrescente ad un altro crescente, secondo che nel- 
r intervallo diviene un massimo o pure un minimo (ia8) , questo cam- 
biamento di stato ne apporterà un altro di segno nel coefficiente diffe- 
renziale f (ar) della funzione primitiva ( nota del n.® 55 ). Ma una 
quantità variabile non subisce cambiamento di segno se non passando 
perdo zero o per l'infinito; duntj^uc , oltre dell’ordinario, si avrà un 
altro mezzo di ricerca dei massimi e dei minimi della funzione f {x) 
ponendo 

f (x)=cx> , o piuttosto — — - = o , 

J \^ ) 

c detta a una qualunque radice reale di questa equazione , si dovrà poi os- 
servare se i segni di j'{a — h) e y'(a-)-4) siano realmente diversi: poi- 
ché iu tal casoy(<j) sarà un massimo o pure un minimo secondo che questi 
segni sono per ordine il -4- ed il — , o pure il — ed il ; dove che 
se tali segni fossero simili, y( a) non sarebbe nè un massimo né un 
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i 32 . Se la funzione y non fosse data che implicitamente 
per I’ equazione f{x,y) = o^ nè tornasse conto , o non si 
potesse ridurla ib funzioni esplicite con risolvere questa equa- 
zione per rapporto ad y, allora i coelGcienti differenziali di 


miniiDo. Si potrebbe ancora pronunziare sul risultato verificando diret- 
tamente se i valori di f {a — h) e sono in realtà tutti due 

iiihiori , o tutti due maggiori di f ( a ) ■, almeno pei valori di A com- 
presi tra lo zero ed un valore che può supporsi piccolo quanto si vuole: 
restrizione che vale ancora per 1' altro mezzo di verifica. 

Ma se in fine si supponga che pel valore a capace di rendere f (x) 
uu massimo o pure un minimo, una dcll'espressionìy’(iZ — A), 
esser debba reale e 1’ altra immaginaria , più non sarà necessario che 
))er tal valore il coeificieutu dilferenziale (x) divenga nullo o infi- 
nito , non essendovi allora , a parlar propriamente , cambiamento di 
seguo nella funzione , o nella ordinata che la esprime. E dunque chiaro 
che siffatto valore non vuol esser trovato per la risoluzione dell’ una o 
dell’altra dell’ equazioni y' ( x ) = o ( x ) = oo , ma si bene colla 
condizione che per esso avvenga il passaggio della funzione dallo stato 
reale all’immaginario; se uon che bisognerà poscia sostituirlo nella fun- 
zione per pronunziare sul valore che questa prendo , e distinguere il 
massimo dal minimo. Così per esempio la funzione 

am-t-i 

J-hli(x — a)-hC(x — a) , 

dove con tu ed n interi e positivi si suppone contenendo 

uu radicale di grado pari , passerà dallo stato reale all’ immaginario 
allorché la quantità variabile al medesimo soggetta di positiva diven- 
ta negativa ; quindi nel caso nostro essendo intera , diverrà nulla 
in tal passaggio e ci darà x = a. Con questo valore della variabile il 
coefficiente differenziale della funzione non diventa nè nullo nè Infi- 
nito , e ciò ttoudinoeno si vede facilmente che il valore preso dalla 
funzione è uu massimo o pure uu minimo secondo che B ai suppone 
negativo o positivo. 

Porremo termine a questa nota osservando che la funzione y—J'ix) si 
dice continua per rapporto ad x tra due limiti dati , quando nell’intervallo 
ha sempre un valor reale e finito, ed oltre a ciò un cambiamento in- 
finitesimale della variabile produce sempre nella funzione un cambia- 
mento infinitesimale , sia dello stesso ordine sia di ordine diverso. Si 
dice (K)i continua nelle vicinanze di un valor particolare a , quando è 
continua. fra due valori comunque vicini l'uno all’altro, c che traessi 
comprendono a. Da ciò segue che la funzipne f {x) sarà ditcontinua 
per quei valori di X , nei quali accade il di lei passaggio dal reale 
all’ immaginario , o dal finito all’ infinito. La ricerca di quest’ultimi , 
estranea al nostro scopo , si farebbe mediante l’equazione y(x) = oo; 
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primo e di secondo ordine di y si avrebbero dall’ equazioni 
derivale scritte nel n.“ 72. Il perché, dovendo eguagliare a 
zero quello di primo ordine acciò la funzione divenga un 
massimo o pure un minimo ordinario , le citate equazioni 
si ridurranno più semplici , divenendo 

dx~~°^ dx^ dy dx^~^‘ 

La proposta equazione e la prima di queste due serviranno 
a trovare i valori di x ed y ; e sostituendo poscia questi 
valori nella seconda, ci si renderli noto il coeliiciente diffe- 
renziale di secondo ordine , il quale a tenore che sarà po- 
sitivo o negativo annunzierà che la funzione proposta, ossia 
il trovato valore di y , è un minimo o pure un massimo. 

Non c’ intratterremo sui casi in cui il coefBciente differen- 
ziale di secondo ordine risultasse nullo , o infinito , od an- 
che indeterminato, sia perchè rarissimi ad aver luogo, sia 
perchè non difTicHi ad essere sviluppati mediante l’uso delle 
derivate sussecutive, e delle cose già esposte innanzi e nella 
nota del n.® precedente. (*) 


ma quella dei primi dipende per necessità dalla natura della funzione: 
cosi ( per aggiungere qualche altro esempio a quello dei radicali pari 
già detto ) trattandosi delle funzioni 

log./(x) , arc.sen f («) , are.cos f{x) , arc.s.'v.^y {x) 

converrebbe porre per la prima = o , per la seconda e per la 
terza f{x)=» 1 , e per 1 ’ ultima /(a:) = o , o pure f(x)=n; per- 
chè , siccome è noto , sono immaginari i logaritmi dei numeri negativi 
ossia minori di o , egualmente che gli archi trigonometrici di seno o 
coseno maggiore di i , e quelli di seno-verso negativo, o pur mag- 
giore di 2. 

Dopo ciò si può concludere che i valori di x capaci di rendere^ (x) 
un massimo o un minimo , non possono essere che quelli i quali ren- 
dono una delle funzioni y(ar) ,y' fa’) discontinua , o pure J' (x) nulla. 


(*) Combinando requazione/(a:,y)=o colla equazione ^ = 0 J che 


nasco dal supporre infinito il coefficiente differenziale di y, o con altra 
equazione atta ad esprimere che y cessa di essere funzione continua 
di X, si otterrebbero i valori x propri a rendere, quando è possibile, 
massimi o minimi non ordinari ì corrispondenti valori di y: salvo poi 
a vedere se ciò realmente abbia luogo con uno dei mezzi dichiarati uelia 
nota precedente. 
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È osserrabile che mediante il contenuto di questo n.-,.i 
esegue la ricerca dei massimi e dei minimi di una funzione 
di.ar, senza conoscere qual sia individualmente questa funzione, 
perchè tale conoscenza esigerebbe che requazioney(a:,y)=o 
fosse risoluta per rapporto ad y. Con tutto ciò la detta ri- 
cerca sarebbe utile quando fosse indifferente il sapere la pre- 
cisa funzione di x alla quale i massimi o i minimi trovali 
si appartengono. Supponendo per esempio che la proposta 
equazione sia — ?>xy-\-x^=Q , si ritrova per y un inas- 

3 _ 3 _ 

simo ordinario ed eguale a \/4 quando a: = ; ma que- 

sto non esige la conoscenza della funzione di x ( fra le tre 
che la y può rappresentare ) cui il detto massimo appartiene. 

i33. Per dare un’applicazione delle regole prcceoenti, sup- 
porremo che si cerchi la minima o la massima delle rette 
che possono condursi da un punto dato ad una data curva. 

Chiamando a c b \c coordinate del punto dato, ed 2 - , y 

3 nelle di un punto qualunque della curva , la lunghezza 
ella retta che li unisce viene espressa , com’ è noto , dal 
radicale 

V(ar — a)“ + (y — 

dove y rappresenta una funzione implicita di , in virili 
dell’ equazione della curva. Prendendo il coefliciente dilferen- 
ziale del radicale sotto questo punto di veduta, ed eguaglian- 
dolo a zero si à l’equazione 

w — a + {y — 6)^ = 0, (i) 

dove per ^ va sostituito il valore che ne dà l’equazione de- 
rivata della curva. Pertanto 1’ equazione (i) e quella della 
curva data determineranno i valori di xe y, e con essi la 
retta -dimandata. Pare adunque che nuli’ altro possa dirsi 
con certezza circa questo pronlema , se prima non sia indi- 
viduata l’equazione della curva; ma noi andiamo a vedere 
che anche senza ciò si può dire qualche cosa circa la posi- 
zione della retta riguardo alla curva, ed il carattere geometrico 
che distingue il minimo dal massimo. 


f 
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Difatti l’equazione (i) ei dà 

y — b r 



dx 


e questo risultamento , atteso il signideato geometrico ( nota 

del n." 00 ) di ^ nella curva, e quello altronde noto di ^ 

' dx ' ^ x—a 


nella retta di cui a, A ed x sono le coordinate di due 
punii, ci fa palese clic questa retta debh’ essere perpendico- 
lare alla tangente della curva o , come suol dirsi , normale 
alla stessa curva nel punto comune ad ambedue , c di cui 
sono coordinate x c y. Ciò per verità era facile a prevedersi, 
ma pure non basta per pronunziare se la medesima retta 
normale sia realmente un massimo o un minimo , e per di- 
stinguere nell’affermativa l’uno dall’altro. 

A questo fine convien ricorrere al cocfiìciente differenziale 
di secondo ordine , il quale da principio si trova essere 


> + (!)•+ (:'-*)& 

[(«—<»)+ {y 


\/{x — aY-)r{^y—bY 

[(a:— o)“ + (y- 

-br]i 


ma sopprimendovi il secondo termine che è nullo per l’equa- 
zione (i) , si vede ebe ha il segno stesso della quantità 


I + 


\dx / 


+ ( 2 ) 


riguardando il radicale come quantità positiva.' 

Per fissare lo idee supponghiamo che sia positivo, cioè 


a dire (iiò) che la curva rivolga la convessità al margine in- 
feriore della pagina. Allora la quantità precedente sarà positiva 
se tale si suppone y — ò , cioè a dire se, avuto riguardo an- 
che ai segni, la distanza del punto dato A[fiy. 2 Ò ) dall’asse 
delle X sia minore di quella del punto 31 dove la curva in- 
. lersogasi con la normale ; d’ onde segue che in questo caso 
la distanza A3I sarà sempre un minimo: il che per altro è 
evidente. Ma so si suppone y — b negativa , di sorta che la 
distanza del punto dato dall’asse delle x sia maggiore di 

i8 
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quella del punto M , la quantità (a) sarà positiva ed avrà 
luogo il minimo quando si à 


à — y<- 




dx* 


dove che la medesima quantità sarà negativa ed avrà luogo 
il massimo se si à 

(él' 


I + 


b-y> 


(!)■ 


dx^ 


È chiaro che tra questi due casi vi à quello in cui 

‘+( 0 . 


b — y 


dx* 


e pel quale non esiste, generalmente parlando, nè massimo nè 
minimo (i3i). Di fatti vedremo a suo luogo che ciò si verilìca 
per un certo punto C cosi posto sulla normale, che il cer- 
chio descritto con esso punto come centro e col raggio CM 
interseca la curva in onde quesla retta CAf paragonata 
a quelle che uniscono il punto C coi punti della curva che 
giacciono dalle due parti del punto JI, non può essere mag- 
giore o minore deH’une e dell’ altre nel tempo stesso. E però 
il detto punto C separa sulla normale i punti come pei 
quali la distanza A^M è un minimo, da quelli come pei 
quali la distanza AtM è un massimo. 

Simili osservazioni avrebbero luogo quando il coofBcienle 

diflèrenziale^^ fosse negativo. 


i34. Passiamo adesso a considerare una qualunque fun- 
zione reale (*) di più variabili indipendenti x ,y . premet- 


(*) Anche per una funzione di più vari.ibili l’essere reale importa 
che abbia valori reali fra due limili comunque vicini di ciascuna va- 
riabile , per modo che se le variabili fossero due sole la funzione 
esprimerebbe l’ordinata di una qualche superfìcie. 
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tendo che essa , a simiglianza di quelle di una sola , si dice 
un massimo quando ha un valore reale e maggiore di lutti 
i valori reali vicini , cioè a dire di tutti quelli che avrebbe 
facendo variare x ,y , ... in più o in meno di auanlità 
picciolissime ed indipendenti. E per contrario , si dice un 
minimo quando ha un valore più piccolo di lutti i valori 
reali vicini. 

Su questo argomento ci limiteremo a considerare di prò* 
posilo i massimi e i minimi ordinari , ossia quelli che re- 
stano determinati (siccome vedremo) dal porre uguale a zero 
ciascuno dei coefficienti differenziali parziali di primo ordine 
della funzione : perchè son essi quelli che si pr^enlano nella 
piupparte delle applicazioni del calcolo differenziale. E dippiù 
esporremo minutamente il metodo per ritrovarli, che di sua 
natura è generale , considerando una funzione dt due sole 
variabili. 

Sia dunque 


Ricorrendo allo sviluppo di y*(ar + A , y + A) limitato ai 
termini di secondo grado rispetto di 4 e A , abbiamo (i25) 


f(x + h,y + k) — z — ^k + ^^^ 


- 6A , y -1- Oi ) ^ 
a 


</y ' dxdy 

. d>f(x+6A,t/^tk) ^ 

+ dy* a ’ 

dove 0 esprime una frazione positiva. Ora supponendo i va- 
lori di /lek abbastanza piccoli , si potrà render sempre il 
primo termine maggiore del secondo : difatli nulla impedisce 
di porre A=o«», e di considerare « e ^ come co- 

stanti arbitrarie e diverse da zero , ed ai come variabile : 
con che i detti termini si cambiano in altri affetti rispetti- 
vamente dai fattori ed di una stessa indeterminata , c 
quindi può loro applicarsi il ragionamento adoperato per le 
funzioni di una sola variabile. Dunque perchè dei valori simul- 
tanei di ^ c ^ corrispondano ad un massimo o ad un minimo 
della funzione z, o in altri termini , perchè f{x-^h,y-\~k ) — z 
sia quantità negativa in un caso e positiva nell’ altro per 
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tutti i valori di /i e A: piccolissimi e di segni arbitrari , 
necessario in primo luogo che il binomio 


di j , «^3 / 


(I) 


sia nullo , perchè varia il segno di esso nel variare ad un 
tempo quelli di A e A. Ma per la indipendenza di queste gran» 
dezze è anche lecito supporre che una di esse per volta abbia 
valore, e l’altra sia nulla; dunque avremo partitameute 



e quest’ equazioni determineranno i valori reali di ar e y che 
possono risolvere il problema, e che saranno ordinariamente 
di numero finito , perchè l’ equazioni sono altrettante che le 
ignote. 

i35. Con questi valori di x ed y che dinoteremo con a c ^ , c 
con quelli che prendono in conseguenza i tre coelficienti diffe- 

d?z d^z 

rcnziali parziali di secondo ordine , — r- 1 — , e che noi 
* ’ (txdy ’ dy^ ’ 

chiameremo rispettivamente A,B,C, abbiamo il trinomio 


~ h* Bhk ->r - k' (II) 
per espressione del limite dei valori che può assumere 
/( a + A , i + A ) — /( a ,b) 


quando A e A si suppongono piccolissimi. Quindi per essere 
la quantità f[ayb) un massimo o pure un minimo, il detto 
trinomio dovrà serbarsi costantemente negativo , o costante- 
mente positivo nei cambiamenti arbitrari di A e A in segni 
e valori. 

La possibilità di questa costanza di segno è qui evidente, 
perchè dessa à in fatti luogo separatamente nel primo e nel 
terzo termine. Nondimeno, a motivo del termine Bhk il cui 
segno varia con quello del solo A o del solo A, si deve pre- 
sumere che sarà necessaria una relazione particolare tra le 

, B yC , aflìnchè l’intero trinomio resti sempre positivo o 
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sempre negativo. Per rinvenirla osserviamo che il medesimo 
è uguale idcnlicamenle^al prodotto 





e che in questo il fattore esistente fuori la parentesi ha sem- 
pre il segno stesso e determinato di C. E chiaro da ciò che 
per la richiesta costanza di segno nel trinomio (11), è condi- 
zione necessaria che sia pur costante il segno aell’ altro suo 
fattore. 

Ora è noto dall’ algebra che questa condizione si verlllca, 
e che inoltre questo segno è sempre il più se ponendo 


A», B k , A 
A» ^ C A C ~ ® ’ 


k 

questa equazione dia valori immaginari per ^ , cioè a dire 
se si abbia 

B' < JC. 


Quante volte dunque ciò avrà luogo, ed in conseguenza AeG 
avranno ancora segni simili, si potrà affermare che ^(a, ài 
è un massimo o pure un minimo; ed il segno del trinomio (II) 
essendo allora costantemente lo stesso che quelli di ^ e 6', 
si distinguerà il massimo dai minimo ^er la natura di questi 
segni, i quali dovranno essere — per inno, e -|- per l’altro. 

i36. Lon eguale certezza può affermarsi che quando si 
trova 

B*>JC 


non sarà f[a,b) nè un massimo nè un minimo , perchè 


allora la precedente equazione dà per - due valori reali ed 


ineguali , onde il primo membro di essa , e quindi il trino- 
mio di cui si tratta può cambiar segno cambiando valori 
reali per h c k. Difutti questo trinomio può anche ricevere 
la forma 


^\{Ah^BkY + {AC-^B^)k^Y 


I)cr la quale è evidente che il fattore variabi'c risulta posi- 
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tivo qnnmlo si suppone ( com’è permesso ) A = o , e risulta 
negativo quando si suppone Ah Bk — o. 
iSj. Quando iinalmente 

B*==AC, 

il che esige ancora che i segni di ^ e C sicno simili , il 
solito trinomio si riduce a 

±{Ah + Bk)\ 

onde è chiaro che si mantiene, generalmente parlando, po- 
sitivo 0 negativo con A e C. Ma supponendo h c k tali che sia 

Ah -i- Bk==o f e quindi k = — -^h^ 

esso diverrà nullo, e dovremo in sua vece impiccare il po- 
linomio di terzo grado in 4 e 4 della serie il Tajlur , il 
quale vicn espresso da 

^A»-f-A’4 + ^44-+-^4*, (IH) 

a. 3 a 2 2.3 ' 

supponendo che D , E , F , G dinotino i valori che prendono 
i rispettivi coeliicicnti dilierenziali parziali di terzo ordine 

d^z d^z d^z d^z 
dx^ ’ dx-dy ’ ilxdy'^ ’ dy^ 

nel sostituire in essi a e. b per x ed y. 

Or questo polinomio diveueudo 

Va. 3 2 2 m 2.3 B^) 

nel sostituirvi il precedente valore di A in A , è chiaro che 
muterà segno con h se il cocllicienle di A* à valore finito. 
Allora dunqiiey’( Oj à ) non sarà nè un massimo nè un mi- 
nimo; ma potrà tornare ad essere l’uno o' l’altro se quel 
coefficiente sarà nullo , cioè a dire se si abbia 

A^.G — ZA^B.F-^-ZAB^.E—BKD^o. 

Difalti conviene allora far capo dal polinomio di quarto 
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grado in h e k della serie di Taylor , il quale si può espri* 
mere eoa 


+ (IV) 

9.3.4 9.3 2.9 2.3 9.3.4 ' 


chiamando L , M, N , P , Q i valori che assumono i rispel" 
tivi coefficienti diObrenziali parziali di quarto ordine 

d^z d^z d^z d^z d^z 
dx^ ’ dx^dy ’ dx^dy^ ’ dxdy^ ’ dy^ 

quando si pongono in essi a e b per x e y. Questo poiino* 
mio diviene 


/ L M A N P A^ , Q Ai>\ 

\2.3.4 9.35'*"2.25* 9.3 .e» ■** 2 T 3 T 4 

nel sostituirvi per k il precedente valore in A, onde è chiaro 
che avrà sempre il se^no del coefficiente di A*, o che torna 
lo stesso , della quantità 


^ 4 . Q—l^A^B. />+ ^A'B' . N—kAB^ . M+ B^.L. 


Adunque se il segno di questa quantità sarà simile a quelli 
di e C , si potrà affermare che f[a,b) è un massimo 
o pure un minimo; poiché allora per tutti i valori piccolis- 
simt di A e A; , quello di _/* ( a + A , à + A ) — f(a^ò) ri- 
sulta sempre positivo o sempre negativo. E propriamente 
avrà luogo il massimo se i tre segni sono — , ed il minimo 
se sono Non sarà poi J‘{a , b) né un massimo nè un 
minimo se il s^no della quantità precedente sarà diverso da 
quelli Ai A & C. 

i38. Questo metodo però di riconoscere e distinguere il 
massimo dal minimo quando AC~B*t non è applicabile 
alla funzione speciale 


z = Ax* -J- 2 Bxy -1- Cy* + 2Dx -l- 2 Ey + /*, 

poiché essendo per essa 

d^z . d'z n d^z „ 

dx* ~ dxdy ~ dy^ ~ 

tutti gli altri coefficienti parziali di ordine siqicriorc sono 
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nulli. Ma noi osserviamo che appunlo lierchc nulli, si à in 
termini finiti 

f{a-\^h,b + k)-f{a,b) = ^[Ah + Bky, 

e quindi per tulli pi’ infiniliisislcmi di valori di A c 4 i quali 
non danno Ah Dk = o, la quantità 

/(-O + ^ ^ + A ) — /( « . <!» ) 

à costantemente il segno di A : dal che è permesso conclu- 
dere che f{a , b) in riguardo a tali valori di f{a-\-h , b-{-k) 
sia veramcnlo un massimo o un minimo secondo che A e 
negativa o positiva. Se non che, siccome pei sistemi ( anche 
inunili ) di valori di 4 c 4 capaci di rendere Ah-{- Bk=o , 
risulta f[a,b) eguale anzi che maggiore o minore di 
/ ( a + 4 , b + k) , COSI , a dir vero , sarà questa che qui 
si presenta una specie particolare di massimi e minimi. 
Frattanto , per essere come abbiamo dello 

f [a h , b k) =f {a , b) quando Ah-\- Bk = o , 

si fa palese che i sistemi di valori x c y dati per Icqua- 
zioni 


^ = 2 {Ax + By + D) = o,^=^{Bx+Cy + E)=o, 

c dei quali uno qualunque fu per noi (i33) indicato con ac b, 
debbono essere Inlìnili per la funzione proposta. Or questo 
conduce ad una nuova condizione tra le costanti A,B,C,D,E 
di essa; giacebè per ridursi ad una sola l’ equazioni prece- 
denti è forza che si abbia non solo AC= B ^ , ma altresì 
AE=BD, c quindi pure BE=CD. Ed in fatti, se per 
verificare 1' assunto si sostituiscano nella funzione proposta 
i valori di C ed E tratti dalle condizioni AC = B^ ed 
AE=BD, il lisnllamento potrà scriversi sotto la forma 




, n , /;v . AF—D-^ 


per la quale è manifesto che quando Ax + By -j- /? = o , 
si à un m.assimo o puro un minimo secondo che il segno 
di ^ fc il meno o pure il più. 
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Questo risultamenlo è confermato dalla geometria , perchè 
l’equazione precedente considerala come espressione analitica di 
una superGcio curva , questa superficie coi noti metodi si trova 
essere cilindrica e di lati paralleli al piano delle ory. Quindi sup- 
ponendole applicato un piano tangente parallelo allo stesso 
piano delle xy , le z del lato di contatto saranno tutte 
eguali fra esse, ma più grandi o pure più piccole delle zdi 
tutti gli altri punti vicini ( tranne quelli posti sul lato di con- 
tatto ) , secondo che la superficie si suppone rivolgere la con- 
cavità o pure la convessità al piano delle xy. 

iSq. Dopo ciò che precede la regola pei massimi e mi- 
nimi ordinari della funzione z=^f{x ,y) può essere cosi 
euunziata : si pongano t equazioni 


dt di 



e detti a , b due qualunque dei valori reali e simultanei 
di X , ^ , dati per la risoluzione di queste equazioni , si 
dinotino con A , B , C quelli che nascono sostituendoli nei 
coefficienti differenziali 

d®z d*« d*i 


dx» ’ dxdy ’ dj*' 

Allora se si troverà B* AC , sarà _/ ( a , b ) un massimo 
o pure un minimo secondo che i segni </i A 0 C ( i quali 
per la supposta condizione esser debbono simili ) saranno 
negativi , o pure positivi. 

Se si troverà B® > AG , non sarà /*( a , b ) nè un mas- 
simo né un minimo. 

Se Jinalmente sarà B® = AC , si sostituiranno a e b per 

d** d®x d*x d^z 
dx* ’ dx*dj ’ dxdy» ’ dy* ’ 


e y nei coefficienti differenziali 


e detti rispettivamente D , E , F , G » valori che ne risul- 
tano , se la quantità 

A».G— 3A*B.F + 3AB*.E — B*.D 

prenderà valore finito ^ ^ ( a , b ) non sarà nè massimo 
nè minimo-, ma se risulterà nulla, si sostituiranno an- 
cora a 0 b per x 0 y nei coefficienti differenziali 


d^x d*z d^'Z d^z d^z 
dii ’ dx*dy ’ dx»dy* ’ dxdy* ’ dyi ’ 

19 
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e detti L , M , N , P , Q I rispettivi risultanietìti , ai osser- 
verà il segno della quantità 

4A»Ii.P+ 6A“B“.N— 4-ABs.M + B^.L. 

Questo segno potrà essere simile o contrario a quello 
che è comune alte keC, in virtù della condizione B®= AC. 
Supposto simile , y ( a , b ) sarà un massimo o pure un 
minimo secondo che sarà nieno o pir:e più ; supposto 
contrario , non sarà y(a,b) nè massimo nè minimo. 

Ma se la condizione B“= AG si verifica per la funzione 
particolare 

7 =Ax*-t* 2 Bxy -f- 2 Dx -p 2 Ey + F, 

questa diverrà un massimo od un minimo , espresso da 

— , se sarà pure AE=BD. Inoltre questo massimo 

o minimo avrà luogo per tutti i valori di %e y che rfaw- 
«o -p By + D = o , ed al solito si distinguerà l’ uno 
dall’ altro mediante il segno di A che sarà meno pel mas- 
simo, e più jìel fninimo. 

i4o. Si è fìnora tacùaraeule supposto che ìc ^ B , C 
non siano nulle ad un tempo ; laddove però questo caso 
avesse luogo , e le D , E , F , G avessero tutte o parte valor 
Unito, non potrebb' essere f{a ,h) nè un massimo nè un 
minimo, perchè il segno de! polinomio (III), che dee rim- 
piazzare il trinomio (li) supposto identicamente nullo, varia 
con quelli di A c A. Nondimeno, so anche le D , E , F , G 
fossero nulle partitamente , resistenza del massimo o del mi- 
nimo tornerebbe possibile , perchè dipenderebbe dal polino- 
mio (IV) di quarto grado in h e 

Allo stesso modo, se fosse anclic nullo il polinomio (IV) 
e sussistesse almeno io parte 1' altro di quinto grado in A 
e k della serie di Taylor, non si avrebbe nè massimo nè 
minimo ; ma questo stalo della funzione tornerebbe possibile, 
c dipenderebbe dal polinomio di sesto grado della medesi- 
ma serie , se quello ili quinto grado fosse nullo ancor esso 
identicamente : e cosi di seguito. {*) 


(*) Vuoisi notare che per le funzioni di più variabili (del pari che 
per quelle di una’ sola ) può avvenire che tutti o parte di quei coefE- 
cienti differenziali da cui dipende il giudizio da portarsi circa il valore 
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Quanto poi a (ro* j parli lamenle ie relazioni che per la 
esistenza del massimo o del minimo debbono aver luogo tra 
i coefficienti differenziali parziali di ordine superiore al se- 
condo nei detti casi , non che tra i coelBcicnli |)arziali di 
secondo ordine o di ordine superiore per le funzioni di più 
di due variabili , questa ricerca si riduce sempre a quella 
delle condizioni le quali esprimono die una equazione al- 
gebrica non abbia radici reali. Quindi essa è tutta di com- 
petenza dell’algebra propriamente detta, e noi saremo qui 
contenti di accennarla considerando sommariamente i mas- 
simi c miniini ordinari di una funzione di tre variabili. 
i4>i> Sia 

y ,z) . 


a uesta funzione. Un’analisi affatto simile a quella del n." i34 
ara l’ equazioni 

du du du 

che determinano {*) i valori di x , y , z idonei al massimo o 


della funnione, siedo infiniti. In questo caso nulla sì può desumere da 
essi e dai coefficienti parziàli consecutivi. Lo stesso va detto del caso 
in cui i valori delle variabili . . fossero di quelli che ren- 

dono discontinua la proposta funzione , o i suoi coefficienti parziali di 
primo ordine , e precipuamente di quelli che si ottengono eguagliando 
questi ultimi all’infinito. In questi casi il giudizio da protferirsi per la 
funzione , y , . . . .) dipende dallo sviluppo che può avere 
J {x a , y k , . . . ) secondo le potenze ascendenti, (ma noa 

tutte intere e positive) à\ h , k , . . . ; o pure dall’ attento e non fa- 

cile paragone del primitivo stato della funzione al nuovo stato di es- 
sa , nel quale A , k , . . . possono stimarsi piccole quanto si vuole. 

Del resto i valori di ar , y , . . . che rendono discontinua una fun- 

zione, sogliono renderla pure un massimo o un minimo quando accade 
che non divenga infinita. 

(*) La natura della funzione u può esser tale che ad una infinità di 
sistemi diflerenti di valori attribuiti ad x ,y,. . . corrispondano valori di « 
eguali tra essi, ma maggiori o minori di tutti i valori reali vicini. Al- 
lora ciascuno di tali valori di u c una specie di massimo o di minimo, 
e restando soddisfatte in infiniti modi 1’ equazioni che in generale ren- 
dono determinati i valori di a? ,y, . . .è forza conchiudere che le mede- 
sime debbono esser tali da potersi dedurre in parte lo une delle altrei 
Ne abbiamo già veduto (i38) un esempio nella funzione 


B D\t 
^{x^-y^-) 


AF—D* 

A 
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pure fil minimo della funzione, alloreliè questa n'è capace, 
e darà insieme il polinomio 

-A’^ + Bkk+-k^+ Dkl+ -f Flh , 

a a a 

in cui , B , C , D , E , F esprimono i valori che pren- 
dono i rispettivi coelBcienti parziali 

iPu </*« d*u d^u 

dx^ ’ dxdg ’ rfy* ’ dydz ’ rfs® ’ e/ztfdt 

nel sostituirvi i valori di x ,y -, z. Questo polinomio, secondo 
che si suppone aver luogo il massimo o pure il minimo 
dovrà perseverare costantemente negativo o costantemente 

J iositivo in tutti i possibili cambiamenti di A , A , / in va- 
ori piccolissimi , e in segni. Per lo che la stessa condizione 

dovrà verificarsi, qualunque siano i valori di j e j, circa il 
polinomio 

che nasce dal moltiplicare il precedente pel fattore ~ essen- 
zialmente positivo. Or questa condizione sarà soddisfatta 
qualora supponendolo eguale a zero si abbiano per j espressio- 
ni immaginarie , indipendentemente dal valore di y , cioè a 
dire quando risulti negativa la quantità 

(i?*- + e (bF-A1^ \->tF'^AE 

sotto qualunque valore di Ma supponendo y=o , questa 

mmntità si riduce ad F* ^ AE i dunque in primo luogo 
dovrà essere » r o 

F*^AE. (,) 
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Dippiù la medesima quantità moltiplicata per /* diviene , 
senza cambiar segno , 

( B'—AC) 2{BF-AD) kl -t- ( F‘-AE) /“. 

Or questa essendo di forma affatto simile al trinomio con- 
siderato nel n.” r 35 , possiamo, senza più, concludere che 
per serbare costantemente lo stesso segno dovrà essere 

{BF^ADY^{&‘ — AC){F'—AE)‘, (9) 

e da quest’ultra condizione segue che debba essere B^ <C.AC 
del pari che si è trovato F*^AE , e che però i segui di 
A , C , E debbono essere gli stessi. 

Sono adunque (i) e (9) le condizioni comuni al massimo 
ed al minimo, e si distinguerà l’uno dall’altro mediante il 
segno delle A ,C , E che vuol essere il meno pel massimo, 
ed il più pel minimo. 

142. Per dare anche un esempio di massimo o minimo 
di una funzione di più variabili , risolveremo un problema 
analogo a quello del n.“ i 33 , supponendo date due curve, 
e cercando le retto più corte 0 più lunghe a potersi con- 
durre dall’ una all’altra. 

Dette ar , y le coordinate ortogonali di un punto qualun- 
que della prima, ed x\ y' quelle di un punto qualunque 
della seconda , la lunghezza delle rette che si cercano sarà 
generalmente 

formola che si può riguardare come''una funzione implicita 
delle sole due variabili indipendenti x , x' per virtù del- 
r equazioni alle due curve tra a: , y, e tra x' , y'. Però i 
coeliicicnti differenziali di essa per rapporlo^ad x , e per 
rapporto ad x' saranno 

du 

V(a:-ar')*+(y— y')*’ yj {x-x')'+{y—y')' ’ 

onde uguagliandoli a zero , conforme prescrive la regola 
del II.® 189 , avremo l’ equazioni 

x-x' + {y-y')^=.o, x-x' + {y-y)^^j=o, 

che unitamente a quello delle curve serviranno a delcrini- 
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nare i valori di x ,y , x' ,y' ■, un sistema dei quali not 
esprimeremo per a ,o , a' ,b'. 

Le stesse equazioni ci danno 


y-y' 

X — x' 


I I . dti dy' 

dx dx' 


dal che apparisce , come nel n.” i33 , che ciascuna delle 
rette cercate dee prima di tutto esser normale ad ambedue 
le curve : ciò che facilmente potevasi prevedere. 

Inoltre prendendo i coefficienti diilerenziali di secondo or- 


dineindicaU da ^ , 


ax 


u 

Ti » 


e sopprimendovi i !er- 


mini nulli per virili dell’ equazioni precedenti , restano 
r espressioni 




dx* 


d*y' 


V(®— a?')“4-(y— y)“ V(®— \/ {■x—x')*-h(y—y')* 


onde chiamando P , Q , Q' ì valori che prendono i rispet- 
tivi coefficienti differenziali ^ ^ nel sostituì- 

dx dx' dx* dx'* 


re a , ò , a' , b' per x ,y , x' , y' , si avrà per condizione 
comune del massimo e del minimo 


(I +/»“)«<[! + + 


che sviluppata e ridotta diviene 

PO' ^0-0" 

i-i-P* ^ ù—b' ■ 

Si distinguerà poi uno dall’altro mediante il segno comune 
che per la detta condizione avranno le quantità 

i + P* + {b—b')Q ed j + P*—{b—b')Q', 

e che annunzierà un massimo quando sarà meno , ed un 
minimo quando sarà più. 
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i43* Se gli assi coordinati non fossero ortogonali ma inclinati 
f ra loro sotto un angolo qualunque , la espressione della 
lunghezza sarebbe 

u = y(x—x ' )•+ 2 cos <p. {x—x‘} (y—y‘) + 
e r equazioni = o , ^ = o diverrebbero 

x—x'+ ( y—y' ) cos «?. + x—x' ) cos ? + y— ^ ° » 

ir— a-'-f (s^— y')co8 9 + cos <?+y— y' J^=o, 

dando pure, come dianzi, E delti ancora a , b , 

• dx dx 


a\ b‘ I valori simultanei delle x , y , x' , y' cavati dal si- 
stema di tali equazioni e di quelle delle curve, e P ^ Q , Q‘ 
quelli che per la loro sostituzione assumono i rispettivi coeffi- 


cienti differenziali ^ ^ , 4-^ , 4^ , la condizione comune 

dx dx' dx" ’ dx'" 

al massimo ed al minimo sarebbe come appresso 

QQ" . Q-V 

i- 4 -a cos <p. P-i-P* ^ (a— a' ) cos ’ 


avuto riguardo che il trinomio i -1-2 cos essen- 

zialmente positivo. (*) 


(*) Se le due curve proposte fossero di secondo grado e diverse dal 
cerchio , gli assi coordinati più propri all* uopo di ottenere con certa 
semplicità ed eleganza due nuove equazioni, una tra ar ed y, l’altra 
fra x' e y' , e quindi due nuove curve che intersegherehhero le prime 
nei punti richiesti , non sarebbero in generale gli ortogonali , ma si 
bene due diametri coujugati di una delle date curve (o se dessa è pa- 
rabola , una tangente ed il diametro menato pel contatto ) delenniuati 
per modo che i due diametri dell’ altra curva paralleli ai primi fossero 
pur essi conjugati fra loro. La ricerca di tali assi esige per verità una 
costruzione preliminare, ma questa si presenta da sò quando una delle 
curve proposte è parabola , ne è gran fatto difficile quando ameodue 
le curve son dotate di centro : la si può leggere , volendo , in una 
addizione dei traduttori ed annotatori dell’egregia DeiOriUita del signor 
Leroj (/Jqy. 476). 


Dìgitized by Google 



(i52) 

Dei matsimi c minimi relativi. 


i44> fn il numero delle Tariabili x ,y ,x.. . esistenti 
nella funzione 

). (0 

che vuoisi rendere massima o minima , e v’abbia tra esse 
un numero n di equazioni 


t? = o , = o , (a) 


minore di m, affinchè \qx ,y , ... restino eOellivamenle va- 
riabili. Per ridurre la ricerca di questa specie di massimi e 
minimi, che potrebbero dirsi relativi^ a quella dei massimi 
e minimi dove le variabili x ,y , ... sono indipendenti, e 
che potrebbero dirsi assoluti, la prima idea che si affac- 
cia c di eliminare n delle variabili x , y , .... dalla fun- 
zione (t) per opera delle n equazioni ( 2 ). Con ciò si avrebbe 
per risul lamento una nuova tunzione equivalente alla pro- 
posta , ma di m — n variabili indipendenti ; onde ugua- 
gliando a zero i coefficienti differenziali di essa rispetto a 
ciascuna di tali variabili, si avrebbero m — n equazioni, 
che unitamente alle n date sarebbero a numero con tutte le 
variabili, e per conseguenza ne determinerebbero i valori. 
Ma questa prima idea , generalmente parlando è da riget- 
tarsi , potendo essere difficilissima , se pure possibile , la 
della eliminazione. 

i45. Un poco di riflessione però fa vedere che si possono 
conservare nella funzione u tutte le variabili x ,y , ... solo 
clic nella equazione 

, 3 ) 

equivalente all’ altra 


du j . du , 

— /i -H - « -H ... =0 

dx dy 


jirccedcnlcinente dimostrala necessaria a verificarsi pel mas- 
simo e pel minimo, non si riguardino come indipendenti fra 
loro tulli i dilfereiiziali dx ,dy, ... ma soltanto fi di essi, 
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stante che le n equazioni ( 2 ) ne danno altrettanto fra 
dx , dy , ... espresse da 


dv . * dv • 

— cfo + — </w + . . . = 0 

dx 'dy'’ 


dw j . dw j 


( 4 ) 


Un metodo adunque più acconcio a risolvere la questione di 
cui si tratta sarebbe quello di eliminare n del diflcrendali 
dx ,dy , ... dall’ equazione (3) mediante le n equazioni (4), 
ed eguagliar poscia a zero i coefficienti degli altri m — n 
diircrenziali, a motivo che questi differenziali vi restano indipcn.» 
denti. E questo metodo non esige, com’è chiaro, che una 
eliminazione tra equazioni di primo grado. 

i46. Ma questa eliminazione può essa stessa effettuarsi di 
una maniera molto più semplice moltiplicando l' equazioni (4) 
pei rispettivi fattori indeterminati « , , ... ed unendo in 

una somma i prodotti e l’equazione (3) per farne una sola 
equazione così espressa 


( du , dv , Jiw , \ , fdu , dv , „dw , , 


Allora siccome per eliminare n differenziàli da questa baste- 
rebbe supporre tali i valori di » , /9 , ... da rendere nulli i - 
coefficienti di essi differenziali, e dopo ciò dovrebbero esser 
nulli anche i coefficienti degli altri m — n differenziali che 
vi restano indipendenti , ne viene in conseguenza che si do- 
vranno eguagliare a zero i coefficienti di lutti quanti sono i 
differenziali , come se per l'introduzione dei fattori a , /3 , 
le variabili ... fossero divenute indipendenti. Pertanto 

quest* equazióni '(4) 


du dv dw , 


du . dv , dw , 


, = 0 , ec. 


saranno m di numero , e mediante n di esse ( le più ac- 
conce all’uopo nei singoli casi ) potranno eliminarsi gli n 
fattori indeterminati e di primo grado » , /3 , ... per otte- 
nere così m — n equazioni di condizione tra le variabili 
X ,y , ... Laonde queste equazioni unitamente alle n date 
saranno a numero per trovare i valori delle stesse variabili C^). 


(*) Si potrebbe aache giungere dirctUmenle a questo bel molodo 
osservando che pei ralori di ...capaci di rendere c = o,«’=o,. . . 
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'ti’j. Giova osservare che le dette cquazioai di condizione 

f tanto non muterebbero scambiando la funzione u con una qua- 
iinque delle funzioni v ,w , ... ; per modo che si perviene 
alle stesse equazioni Ira ar , y , . . .se in luogo di cercare i mas- 
simi e minimi della funzione u supponendo v=o , w=o, . . . 
si cercassero i massimi e minimi della funzione ti supponen- 
do u=o,k’=o, ... 0 quelli della funzione te suppo- 
nendo «=o , » = o , .. . Inoltre è chiaro che senza alte- 
rare l’cquazioni di condizione, si possono rimpiazzare le fun- 
zioni u , V ,fv , ... colle altre + ... 

purché le a , b ,c , ... siano quantità costanti. 

i48. Nel caso particolare in cui non vi A che una sola 
equazione v=o, tra le variabili x ,y , . . . della funzione u 
di cui si cercano i massimi e minimi valori , l’equnzioni (4) 
divengono 


du , dv là? 


o , ec. 


onde per la eliminazione di » se ne deduce 
du du 

( 5 ). 

dv dv 
dx dy 

Questa formola equivale ad m^—x equazioni distinte, le 
quali colla equazione c=o sono a numero per determinare 
i valori di x ,y. . . 

i 49- Sia per esempio la funzione 


u = x*y?zr . , . 


la funzione « non c punto diversa dell' altra « «u -+- -H • • . , 
qualunque valor finito si abbiano le indeterminate » , , . . . ; onde la 

ricerca dei massimi e dei minimi si può intraprendere sulla seconda in 
cambio della prima. . 

Ora trovandosi nella seconda un numero ot -4- n di indeterminate 
X ,y , ... , » , (3 , . . . , nulla impedisco di cercare i massimi e minimi 
di essa per rapporto alle x ,y , ... riguardale come indipendenti ; per- 
cUò lo n equazioni date , o le tn equazioni da stabilirsi per la esistenza 
di questi massimi e minimi danno appunto m-4-n equazioni. Inoltre 
quest' ultime m equazioni , per ciò che fu detto nel n.° i4* » tornano 
la stesso che quelle Kritte di sopra. 
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ed abbiasi nel tempo stesso l’e<piazione 

v = ax + by cz + ... — JTe= o , 

dove a ,c , ... K , a- , ^ ,y , ... si suppongono essere 
costanti positive. 

Differenziando la funzione u , e dividendo per la stessa" 
funzione onde conoscere più facilmente ( come vedremo ) ebe 
essa ammette solo un massimo , si à 


du 

u 


dx , „du , dz , 

«— + + V-+.. 

X y t 


É poi da un’altra parte 

dv — adx + bdy + cdz 4" 


(0 


o, 


dunque l’ equazioni espresse per la formolo (5) del n.“ pre- 
cedente ci daranno 


» P y _ 

*7~ • • • 

ax b]f cz 

Ma è noto che avendosi più frazioni eguali , esse uguagliano 
ancor quella che ha per termini la somma dei ’ numeratori 
c la somma dei denominatori; dunque avremo 

0 » ^ a -4— |3 • 9 , -4- 13 — f- • • • 

ax by ' ’ ax-\-by-^ K 

in virtù deir equazione t>=:o, e per conseguenza 

». K P R 

x = ; ,y = ^ , ec. 

Ora dovendosi aver per fermo che questi valori rendono 
nullo il differenziale du , quando si abbia riguardo all’ equa- 
zione v = o, è facile vedere che i medesimi daranno un va- 
lore negativo pel differenziale d*u , il quale tiene le veci del 
polinomio di secondo grado innanzi (t36) considerato , a 
motivo della indeGnita piccolezza ondeson capaci le 
In fatti differenziando l’ equazione (i) si otUene 
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XIV. Differenziazione dell’area e dell’arco 
delle curve piane. 

i 5 o. Sia BM {Jig. 26 ) una curva qualunque riferita alle 
coordinate rettangolari x ,y , ed espressa per l’ equazione 
y=f(x). 

Consideriamo l’arca ABMP terminata da un arco della 
curva , dalle ordinate dei suoi estremi , c dalla parte che 

3 ueste intercettano sull’asse delle ascisse. Supponendo che l’or- 
inata AB sia fissa, e che PM%\a. l’ordinata variabile y cor- 
rispondente all’ascissa OP=x, è chiaro che Vasca. ABPM 
è una certa funzione dell’ascissa x, dipendente dalla natura 
della curva. Or noi chiameremo t questa funzione , e ci 
proporremo di trovare il suo diiTcrenziale , cioè a dire il 
cambiamento che subisce / quando l’ascissa x cresce della 
quantità infinitesima dx. 

Supponghiamo da principio che OP cresca della quantità 
finita ^x rappresentata da PQ. L’area t varierà di Ai 
rappresentata dal trapezio mistilineo PMNQ, e si potrà sem- 
pre supporre Aa: abbastanza piccola perchè l’ordinata sia 
crescente o decrescente per tutto l’intervallo PQ, e con ciò 
il detto trapezio si trovi compreso tra i due rettangoli MQ 
ed NP. Adunque ci sarà lecito scrivere 


A/=y . Ar ±: osAy . Aa? , c quindi — =y±®Ay, 

supponendo che ® esprima una frazione positiva. Ciò posto 
passiamo ai limiti dei due membri , ed osserviamo che in 
virtù dell’equazione 

Ay=J'{ X + Aa: ) — J'(x) = Ax.ff (a? + fl.Aa? ) 

desunta dal n.” 126 , la differenza Ay diminuisce e svanisce 
insieme con Ax , perchè il valore ai f {x) è finito a mo- 
tivo deli* ipotesi fatta circa l’andamento dell’ordinata per 
l’intervallo PQ. Così essendo , nel passare ai limiti avremo 

^ — y, e dt = ydx. 

Adunque il differenziale dell’ area ABMP , in forma di 
tra|X‘/.io mistilineo insistente sull’ asse delle x , è uguale al 
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prodotto di dx per la funzione di x che dinota il valore 
dell’ordinata y\ e quindi l’area essa stessa è la funzione 
primitiva che à l’ordinata della curva per coefficiente diffe- 
renziale o funzione derivata di primo ordine, c che svanisce 
nel sostituirvi per x 1’ ascissa OA , corrispondente all’ ordi- 
nata da cui l’area si suppone incominciare (*). 

i5i. Passiamo adesso a considerare la lunghezza dell’ar- 
co BM , che è pure una certa funzione dell’ascissa OP=x, 
e detta s questa funzione cerchiamone il differenziale. 

Supporremo qui che Aar ossia PQ sia piccola quanto ba- 
sta perchè tutto il corrispondente arco MN espresso da A# 
volga la concavità- in un medesimo senso, ed abbia le or- 
dinate tutte crescenti o tutte decrescenti : il che è sempre 

f lessibile. In tale ipotesi abbiamo dalla geometria che la 
unghezza dell’arco 3IN è compresa tra quella della sua 
corda MN e la somma delle tangenti Mt eu Ni applicate 
ai suoi estremi. Ma prolungando la tangente in M sino al- 
r ordinata del punto N , e viceversa la tangente in N sino 
all’ordinata del punto 31 , si vede facilmente che una di 
queste tangenti così prolungate è minore della corda, e l’al- 
tra è maggiore di tM -+- tN ; dunque a più forte ragione 
la lunghezza dell’ arco 3IN sarà compresa tra quelle di esse 
tangenti , che nella figura sono rappresentale da 3Iq ed Np. 

Ora la tangente trigonometrica dell' angolo che la tan- 
gente della curva in M comprende coll’ asse delle x venen- 

J 

do espressa (55) da^- ossia da f'(x), abbiamo 


% = Aa: . V I + W (^) )*= (^) > 

dinotando per semplicità con {x) la funzione di x espressa 
pel radicale. Se dunque, presa la QR eguale pure a Aa:, 
come la PQ , si prolunghi la tangente pN sino ad incon- 


(*) li discorso tenuto per la dimostrazione di questa verità sussiste 
ancora in tutta la sua forza, quando gli assi delle x e delle y si sup- 
pongono inclinati sotto un angolo qualunquo a , solo che nella espres- 
sione di A< in vece di y che esprimo l’ordinata PM, siscriva ^scna 
che esprime la perpendicolare abbassata dal punto M sull’ asse Ox , 
In quale in tal caso è l’altezza del parallelogrammo obhliquangolo MQ. 
Il differenziale dell’area è dunque allora dt=iena^.ydx. 
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frare in r la parallela per H alle ordinate , potremo avere 
la lunghezza della Nr , che non è diversa da quella di Np, 
cambiando a: in a: + Aa: nel fattore Cf (x) della espressione 
precedente , e ciò perdio la JVr è per rapporto al punto N 
( la cui ascissa è a: + Ax ) ed alla retta J{r, quello stesso 
che è la Alq per riguardo al punto M ed alla retta Qj. 
Abbiamo dunque 

JVp = Ax . ( ar + Ax ) , 
o vero, per ciò che fu detto nel n.“86, 

Np = Ax.[cf (x) + Aar.<5>'(a^ + fl.Aar)] ; 
e sarà in conseguenza 

A«> Aa: . 9 (ar) , e A^ <^Aa:[9{a') + Aa:.9'(a: + 0 . Aa:)] , 

0 viceversa. 

Da questo è lecito concludere 
As = Ax [ 9 (x) ± fflAa:.9' (a: 4- 0. Aa: ) ] , e quindi 

^ = 9 (a:) ± a>Ax. 9' ( a: + d . Ax ) , 

supponendo esser oj una frazione positiva. Dopo ciò pren- 
dendo i limiti ai quali si avvicinano indefinitamente i due 
membri dell’ ultima equazione quando Ax tende ad annul- 
larsi , avremo 

— = 9 (a:) = Vi + (J'(a:))% c ds = dx\/i + {/'{a;))', 
o che torna lo stesso 

/' + ( I)’’ '*=*/■ + ( I )’• 

Pertanto la lunghezza dall’arco il quale incomincia da un 
punto fisso e termina a quello di cui sono coordinate ret- 
tangolari X e y , o piuttosto x c y(a:), verrà data dalla 
funzione primitiva che à per prima funzione derivata il ra- 
dicale + U ' (^) )*> ® inoltre sparisce nel sostituire per 
X l’ascissa corrispondente al punto da cui l’arco incomincia. C") 


(*) Nel metodo infinitesimale , taluni sogliono dimostrare le formole 
dtessjfdiB , ds=:\/dx*-^-dtf* assumendo gratuitamente il principio di 
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i5a. Cacciando il diflerenziale di quest’ ultima formoln 
sotto il radicale, si à 


ds = \J 6te*+ dy* : 

risultamento notevolissimo , perchè dimostra che nelle curve 
riferite ad assi reltangolari i valori assoluti dei differenziali 


LeibDilz secondo il quale ogni curva si può riguardare come un po- 
ligono di infinili lati, ciascuno injinitamente piccolo ed inclinalo ai 
lati contigui sotto angoli injinitamente ottusi, e ritenendo in conseguenia 
come evidente che i cambiamenti che subiscono l’ ordinata e l’ arco 
contato da un punto iisso, quando l’ascissa riceve un aumento infinite- 
simo, siano ordinariamente ancor essi infinitesimi e del medesimo ordine. 
Ma è chiaro che siffatte dimostrajJoni , comunque brevissime , sono 
lutt’altro che rigorose ; onde a ragione gli ultimi sostenitori del metodo 
infinitesimale, alla testa dei quali vuol porsi rillustrc Poisson , pongono 
innanzi tutto ogni cura a ben dimostrare 1’ enunziato principio , che si 
può dire il fondamento dell’applicazione del metodo infinitesimale alla 
geometria. Ma anche dopo ciò, le regole del metodo infinitesimale , le 
quali hanno per base il principio per noi es|X)$lo nella nota al n.°54, 
esigono per non indurre in errore altre considerazioni proposte e sostenute 
validamente dagl’insigni geometri Poinsol c Cauchy , e che sono abbastanza 
delicate per far perdere a quel metodo il solo vantaggio che pareva non po- 
lerglisi disputare: quello cioè di raggiungere prontamente lo scopo. 

Per questa ragione sembra che in Francia sia ora tendenza presso 
che generale dei geometri di abbandonare ancora una volta il metodo 
degl’ infinitamente piccoli , introdotto verso il i8i3 e per più anni in- 
segnato nella famosa Scuola Politecnica, e di far rivivere il metodo 
dei limiti , il quale non lascia nulla a desiderare quando sia presen- 
tato alla maniera del sig. Cauchy , seguita a un dipresso da Navier , 
c che forse è quella cui avvisava Lagrange quando dettò le parole da 
noi trascritte nella nota al n.® 8. Secondo questa maniera, si prende per 
base del calcolo dilferenziale la considerazione della funzione derivala , 
di cui è sempre lecito farsi una idea netta e precisa riguardandola 
come il limile del rapporto dell’aumento della funzione a quello della 
variabile, c dopo ciò si prende ( com’è detto nel n.“ g) per differen- 
ziale il prodotto di tal derivata per l’ aumento attribuito alla variabile 
indipendente. Quest’ aumento poi si potrebbe supporre indeterminato e 
soltanto capace di ridursi ad uno stato di grandezza indefinitamente pros- 
simo alla zero ; ma nel calcolo differenziale , considerato eomc distinto 
dal calcolo delle differenze finite , si suppone ridotto effettivamente a 
quantità piccolissima. 

In questi ultimi anni il sig. Cauchy ha creduto dover dare del dif- 
ferenziale una definizione diretta, immediata , indipendente dallo fun- 
zioni derivate , e ravvicinandosi alle idee di Maclaiiriii e di d’Alembert 
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delle coordinale variabili c del corrispondcnle arco , preso a 
coniare da qualunque punlo fisso , hanno Ira essi la mede- 
sima relazione che vi e fra i caldi e l'ipolenusa di un Iri- 
angolo rettangolo. 

i53. Nei precedenti numeri iSo, i5i abbiamo supposto 
che l’ordinate fissa d’onde conlavasi l’area / , ed il punto 
fisso dal quale comineiavasi l’arco « fossero situati in modo 
che / ed « crescessero insieme con ar. Per contrario dun- 
que , se al crescere della x diminuisse / o pure g ( come 
nel caso della figura avverrebbe quando il punto variabile Jf 
cadesse fra l’asse delle y ed il punto fisso 7?) , bisognerebbe 
apporre il segno — all’ espressione di <//, o di dg scrivendo 

t//= — yt/a: , ds = — \/dx’^-{- dif . 

Ciò essendo avvertilo , c come superfluo il dire che il ra- 
dicale si riguarda come una quantità assoluta , ossia di 
segno +. 


à cliiamalo dlfTerenzialI le quantilà i cui rapporti equivalgono alle u/- 
time ragioni degli aumenti che possono prendere eimnllancamente le 
variabili ; ma questa maniera non è realmente vantaggiosa se non per 
te funzioni di più variabili indipendenti , ed impiegata come punto di 
partenza si rischierebbe di gettare qualche oscurità su i principi del 
calcolo differenziale che tanto importa dichiarare. 

Può sembrar strano che in vece del metodo dm limiti non siasi piut- 
tosto ritornato al metodo dello sviluppo in serie , ossia dello funzioni 
derivate propriamente detto , e dovuto al genio del geometra italiano 
Lagrange ; perchè esso , e solo esso è scevro eminentemente da ogni 
soltigliezza di quantità inCnilamente piccole o evanescenti, di limiti, di 
prime o ultime ragioni , ee. e le funzioni derivate traggono origine 
dal semplice sviluppo in serie della funzione /(ar-H A), dove a? si sup- 
pone restare indeterminata. Ma non ostante il peso di una autorità cosi 
grande come quella dovuta aU'^aiitore della Meccanica Analitica , lo 
sviluppo delle funzioni in serie inCnite non prima dimostrate conver- 
genti , non va a grado di tutti , e per quanto ne assicura il sig. Cauchy, 
l.i piupparic dei geometri sono al presente di accordo nel riconoscere 
r incertezza dei risultali ai quali può condurre l’ uso delle serie di- 
vergenti. 
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XV. T mg enti , normali , ed asintoti 
delle curve piane. 

I." Tangenti e normali. 


i54. Sia al solito y=f{x) l’equazione di una curva qua- 
lunque , e dinotino x' , y' le cordinate di un suo punto par- 
ticolare. L’equazione della tangente in questo punto si potrà 
scrivere sotto la forma y = ax b , non essendo neces- 
sario adoperare simboli diversi Aa. x ,y per indicare le coor- 
dinate variabili. Dovendo dunque la tangente passare prima 
di tutto pel punto ( x', y' ) , avremo y' = ax‘ ò •, e sot- 
traendo questa equazione di condizione della precedente re- 
sterà y — y'=a(x — x') , dove più non esiste che la sola 
indeterminata a. Questa pei noti principi della geometria 
analitica esprime la tangente trigonometrica dell’angolo, che 
la retta indicata per la equazione y=.ax + h comprende 
con l’asse delle x \ ma sappiamo dai n.° !>5 che in ogni 
curva espressa da una equazione tra le coordinale rettango- 
lari X , y f la tangente trigonometrica dell’ angolo che la 


tangente della curva forma con l’asse delle 


X è uciiale a 


dx ’ 


dunque supponendo indicato da ^ il valore che assume ^ 

nel sostituirvi x' e y' in vece A\ x cy , avremo a — - J ^ , e 
cosi l’equazione della tangente sarà in fine come appresso 


y— 



{x — x'). 


i5S. U equazione della normale nello stesso punto (x', y') 

f ier la stessa ragione addotta riguardo alla tangente può avere 
a forma y — y'-=:=a' {x — x')-, ma ò noto dalla geome- 
tria analitica che per essere tra loro perpendicolari le rette 

21 
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espresse doircquazioni y = ax ò , y = a'x b‘, con- 
viene cLe sia i -}- aa'= o , dunque avremo 



e quindi l’equazione della normale sarà 


ij—y‘— —^{x—x') , o pure x-x'+ ^ (y— y')= o. 
dx' 


i!)6. Se l’equazione primitiva della curva è 

dr . , rf/’ 

Tx^^^-éj 


= sarà ^</y = o (i) 

dP 


la sua equazione differenziale , da cui . 

dx dF 

¥ 

Ouindi sostituendo a ^ questa espressione, rcquazioni della 

tangente e della normale prenderanno le forme 

dF . I , j dF . f . / \ 


-^(x-x')-^(y-,/) = o, (N) 


per le quali si rende manifesto che si può passare daH’equa- 
zione differenziale di una curva all’ equazione della sua tan- 
gente cambiando x , y in x' , y' , c i differenziali (/x e t/y 
nelle differenze finite x — , V — y' \ ® che nella stessa 

equazione differenziale cambiando pure X , y in ar' , y' , e 
poscia dx c dy in — ( y — y' ) t cd {x — x' ) , si ottiene 
l’equazione della normale. 

liiy. Quando il dato punto, per cui si vuol condurre la 
tangente o la normale alla curva espressa dalla equazio- 
ne F{x , y) — o, non giace su questa curva, le incognite 
ilei problema sono le coordinate x' , y' del punto di con- 
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tallo , e per contrario ic t , 2 / sono da stimarsi cognito od 
eguali alle coordinale del dato punto , alfine di esprimere 
elio la tangente o la normale passi per questo punto. Cosi 
dunque stimale le X ,y , si troveranno le incognite w' , y' 
combinando (sia mediante l’ eliminazione, sia mediante fin* 
tersegazione di due luoghi geometrici ) l’una o l’altra del- 
r equazioni {T) , {N) con l’ equazione F {x' ,y') = o , la 
quale esprime che il punto {x‘,y') esiste nella curva data. 

Frattanto, siccome l’equazione differenziale (i) appartiene 
ugualmente all’ equazione F { x , y ) = o ed all’ equazione 
F{X ,y) = c, qualunque valore costante si abbia c, cosi 
ancora le due equazioni ( T) , [N) saranno le stesse per tulle 
le curve (altronde simili tra loro) che oltre della proposta 
possono desumersi dalla equazione F(x ,y)=e variando e; 
onde ne risulta che tali due equazioni rappresentano fra le 
coordinale variabili x*,y' i luoghi geometrici dei punti ove 
le dette curve sono toccate delle tangenti che concorrono al 
dato punto {x,y), o sono ìnterscgale perpendicolarmente 
dalle normali che partono dal medesimo punto. 

i58. Supponghiamo condotta per la origine delle coordi- 
nale una ^rallela alla tangente della curva in un punto 
qualunque {x,y) di essa. Allora se si chiamassero a c /3 
gli angoli che gli assi delle x positive c delle y positive 
formano con la parte positiva della parallela, sareblx! (55) 

, dtf 

tan«=^, e per conseguenza 


cosa: 



cos|9=sena = 


tnn A 

8CC A 



ed il sogno del/adicale vorrebb’essere simile a quello di , es- 
sendo nolo che per un angolo qualunque il sogno dellg se- 
cante non differisce da quello della tangente 

D’altra parte , supponendo condotta per la origine delle coor- 
dinale una parallela alla normale nel punto {x , y ) della 


Dìgilized by Google 



(» 63 > 


giace dal fianco delle a> positive: perfettamente come gli 
angoli X e /IX si riferiscono a quella parie della parallela alla 
normale, che cade nel senso delle y positive. Se non che giova 


osservare che allora ^ può non esprimere più la tangente 


Irigonometrica dell’angolo » così inteso. 

Possiamo dunque tenere come positivo il radicale esistente 
nelle ottenute espressioni di cos « , cos /3 , cos X , cos fi , 
quando » , /3 , X , dinotino i delti angoli , o che torna lo 
stesso quelli che si veggono indicati nella figura 27 , dove 
in vece di menare per la origine delle coorainate le paral- 
lele alla tangente ea alla normale , sono menate pel con- 
tatto M due linee parallele agli assi coordinati, e dirette nel 
senso dello x positive e delle y positive , ed a queste paral- 
lele sono riferite esse stesse la tangente e la normale. 

160. Nella ipotesi che per fissare le idee abbiamo ulti- 
mamente adottata circa gli angoli » , /3 , X , ft , se in luogo 
del radicale esistente nei loro coseni si voglia introdurre il 
differenziale dell’arco della curva contato da un qualunque 
punto fisso di questa , e terminato ai punto del contatto , sì 
avrà bentosto pel n." i5i 


dx - du , du dx 

COS»=— , COSi3=-^; COSX= COSA*=-;-. 

ds d8 ds da 

Ma siccome per la natura degli angoli « e /x i loro coseni 
son certamente positivi , e positivo ancora si riguarda (io) il 
differenziale dx della variabile ìndipendente, così l’elemento 
differenziale dell’arco si dovrà considerare come positivo, 
ed in conseguenza il punto fisso da cui si conta l' arco s do- 
vrà esser posto in modo che s cresca insieme con x. Se 
avvenisse il contrario , sarebbe ds per se stesso negativo , 
onde bisognerebbe premettergli il segno — , e sostituire — ds 
a ds nelle formule precedenti. 

i6r. Se in vece di x fosse s la variabile indipendente , 
il differenziale ds sarebbe positivo, etnie perciò vorrebb’ es- 
sere ancora dx affinché i coseni di » c fx risultassero positivi , 
come debbono essere. Quindi le precedenti espressioni di questi 
coseni rimarrebbero invariate, o puro si premetterebbe loro il 
segno — , secondo che l’ascissa cresca o pure decresca al 
crescere dell’arco s. 


y 
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162 . Si può anche nelle prime formole dei coseni in discorso, 


dì! 

date noi 11 .° i58, sostituire al coclBciente differenziale — il 

dx 


valore che ce ne à dato nel n.° i56 l’equazione differen- 
zialo della curva. Per tal modo si hanno quest’ altre formole 




nelle quali , dinotando. sempre « , /3 , X , gli angoli indi- 
cali nella 27 , si può anche supporre che il radicale 
sia dapperlullo positivo ; ma allora perche il coseno degli 
angoli » e fc sia (come debb’ essere) positivo, bisogna ri- 


guardare come ncgaliva la quantità . E facile intendere 


che ciò è sempre possibile , perchè laddove fosse negativa , 
si volterebbe certamente in positiva cambiando i segni a tulli 
i termini dell’ equazione differenziale della curva. 

Se non che , a dir vero , quando l’equazione della 
curva à la forma implicita /’( ar , y ) = o , è più semplice 
adoprare le formole precedenti con segni opposti , e poscia 


dF 


riguardare come quantità positive il radicale c 


i63. Conducendo per J!/ l’ordinala MP = y, e prolun- 
gando la tangente e la normale sino ad incontrare in T eà N 
i’ asse delle x , si hanno le quattro rette determinate JfJT , 
PT , MN , PN , che si considerano anche nella geometria 
analitica e con appositi nomi si chiamano langenie , sol- 
la/iy<-‘nle , normale c swmormale. È chiaro che esse di- 
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pendono da ij c ^ , e difalti abbieuno, prescindendo dai segni, 
, . 


MT= 


KnPTM 


dx 


. PT— ^ T 

’ ~^ia.nPTM dy 


dx 


MN==rjwcPMN=^y^ * +(^y» 


Si piiò notare che la soltangente procede dal punto P nel 
senso delle x positive o delle x negative, secondo che per la 
foratola che ne abbiamo data risulta essa stessa negativa o 
positiva ; e che avviene il contrario per la sunnormale. Le 

S uali avvertenze possono servire per dare al punto T , o pure 
punto la debita posizione, indipendentemente dall’equa- 
zioue della tangente o della normale , e dal disegno effettivo 
della curva. 

Cambiando nelle stesse formole x in y ed y in or si avreb- 
bero , com’ è chiamo , quelle che esprimono la tangente , la 
sollangente , la normale e la sunnormale , riferite all’ asse 
delle y. 

Le applicazioni delle formole precedenti ai casi par- 
ticolari sono facilissime : noi ci limiteremo alle curve coni- 
che ed alla logaritmica. 

L’ equazioni àeW'ellisse e della iperbola , presi i loro assi 
di figura 2a e 2Ò per assi coordinati , sono , come tulli 
conoscono , 



perciò le loro equazioni differenziali saranno 
— dx ± ^dy=o , e daranno 

o* ’ jx a'y 

Se dnn(|ue facciamo in rjiieste medesime equazioni i cani- 
biumenli avvertiti nel ii.“ iJ 6 , quelle della lari genie c della 
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normale risulleranno espresse risi)eUivamentG da 

— {x — a?)±r(»/ — y')=o,o — ± 4 ^=i, 
«» ' ' — b'''' '' ' a» — ’ 


(T) 


7 . iy—y')=o^^ 



avuto riguardo nelle riduzioni all’equazione ^ :t^ = i , la 


quale esprime che il punto [x‘ ,y') è nella curva. 

1 65 . Supponendo cne la tangente debba passare per nn 
punto dato fuori la curva , si terranno x , y per le coordi- 
nate di questo punto , ed ar' , y' per quelle ignote del con- 
tatto; e costruita la retta in allora espressa dall’equazione (T), 
le intersegazioni di essa con la curva saranno 1 due punti 
di contatto. 

Nel medesimo caso l’ equazione ^N) indica una ìperbola 
di asintoti paralleli agli assi coordinati , e facilmente deter- 
minabili ; e dippiii questa iperbola passa pel punto dato (x,y). 
Perciò ne sarà facilissima la descrizione coi noti metodi , e 
i punti richiesti saranno quelli ove interseca la data curva. 

166. Nelle stesse curve regressioni generali della sottan- 
gcnle e della sunnormale (160), colla sostituzione del valore 

di ^ notaio di sopra , ci danno 

UtJP 

, a‘ —b', 

x' , , e — a:'. 

X a* 


Adunque /a sotiangente , che vedesi scevra dall’asse zb 
posto su quello delle y , è la stessa nel cerchio di dia- 
metro 2a , ed in tutte le ellissi aventi il diametro del cer- 
chio per uno dei loro assi di figura e per asse delle x. 
E in simil modo la soltangente dell’ iperbola equilatera 
di asse trasverso 2a è la stessa che quella di tutte le iper- 
bole scalene del medesimo asse trasverso. 

È chi.iro poi dall’ altra formala che il rapporto della sun- 
normale all’ascissa corrispondente è costante non solo 
per tutti i punti di una medesima ellisse o di una me- 
desima iperbola , ma ancora per tutte le ellissi, o per 
tutte le iperbole concentriche , e simili e similmente poste. 
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167. Quando Tiperbola è riferita agli asintoti, la sua 
equazione può avere la forma xy = ju*. Quindi sarà 


ydx-\-xdy=zo^ e la soltangente 



Adunque, essendo PT = PO {Jig. 28 ), sarà del pari 
TM=MS, e si potrà affermare che neiì' tperbola ogni 
tangente limitata agli asintoti rimane divisa per metà nel 
punto del contatto. 

168. L’equazione primitiva della parabola essendo y*ass2«ar, 


la differenziale sarà ydys=iadx, e darà ^ = 2 . Quindi, 

per primo, l’equeuione della tangente nel punto [x', y') sarà 

' y' {y—y') = a{x — x'), o meglio y'y= a (x+x') 

a motivo dell’equazione di condizione y'*=2tìra:'. Quella poi 
della normale presenterà e conserverà la forma 


y'(x — x') + a(y--y') = o. 

Inoltre valgono per la parabola le medesime osservazioni 
fatte di sopra (i 63 ) , quando la tangente o la normale vo- 
glionsi condurre per punti dati fuori la curva. 

InCne, col valore di sopra notato per quelli della sot- 


tangente e della sunnormale si trovano essere ax ed a , 
rendendosi con ciò manifesto che nella parabola la sottan- 
gente è doppia della corrispondente ascissa , e la aunnor- 
male è costante in tutta l’ estensione delia curva. 

169. Quanto alle lunghezze determinate che diconsi tan- 
gente e normale ( i 63 ) , trolasccrcmo l’ espressione della 
prima che non offre nulla di notabile , e troveremo quella 
della seconda per tutte ad un tempo le curve coniche , ser- 
vendoci della equazione y‘= amx + nx* , che rappresenta 
una ellisse quando il numero n è negativo , una parabola 
quando è zero , ed una iperbula quando è positivo. 

22 
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Il dtfiepenziate di detta equazione essendo 

. / . X I IL- m-^nx 

ydy^{m-\-nx) ax , abbiamo ~ =;■ — - — ; 

e però sostituendo questo valore del coelEcìente differenziale 
nella formola della normale (i 63 ), che per brevità diremo IV , 
sarà 

JV=y f / 1 + = j/ y‘+lm+nx}’, 

o vero in funzione della sola x , o della sola y , 

iV= ^ (1 -|- n ) ( 2»ia:+ nar“) + »** = ^ (*+«) y*+>»** 


Nella origine delle coordinate , che è ancora un vertice 
propriamente detto della curva , la normale , in quanto alla 
posizione coincide , siccome è noto , con 1’ asse delle x , 
eh’ è quanto dire lo incontra dappertutto. Stando dunque 
alla definizione delia sua lunghezza ( i 63 ) , questa dovrebbe 
risultare indeterminata. Poiché dunque , per essere in tal 
punto x~o 1 y — o, le recate formole ci danno N eguale 
ad m ossia eguale alla metà del parametro , si potrà rite* 
nere che questa sia la lunghezza della normale , che move 
da un punto infinitamente vicino al vertice della curva. 

170. Esprimendo la logaritmica con la equazione y==a‘‘ 

( n.* 64 , ^g- 20 ), differenziando avremo 

dy=la.a^dx=la.ydxy B ^ = la.d^=la.y. 

Quindi, le rispettive equazioni delle tangente e della nor- 
male di questa curva nel punto (x',y') sono 

y—y'=la.y'{x—x'), ed x—x'-{-la.y'{y-ij')=Oi 

e dalla loro forma apparisce che se dovesse menarsi la tan- 
gente o la normale per un punto dato fuori la curva , si 
risolverebbe graficamente il problema combinando la stessa 
curva coir iperbola o colla parabola , che allora vengono 
espresse da tali equazioni , e che inoltre passano ambine 
pel punto dato. ' 
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I Talori della sottaogenle e della sonaormale , per la so- 
slitozione di qaello di ^ pocanzi notato nelle formole ge- 
nerali , vengono espressi rispettivamente da 
~ , e 

la 

Dunque nella logariimica , dove le aeeisse sono % loga- 
ritmi delle ordinale , la sottangente è costante ed eguale 
al modulo del sistema ; la sunnormale poi cresce rapida- 
mente al discostarsi che fa il contatto dalla origine delle 
coordinate* 

a.® Aaintot!. 

171 . Una retta dicesi asintoto di un ramo infinito di 
una curva allorché prolungando l una e t altro si av- 
vicinano indefinitamente, e non s’ incontrano mai dal che 
segue che l’asintoto si può riguardare come una tangente 
il cui punto di contatto è a distanza infinita dalla origine 
delle coordinate. 

Supponghiamo che v’abbia un asintoto non parallelo al* 
r asse delie y : l’ equazione di esso ammetterà la forma 
y=ixx ^ con valori reali e finiti di » e /3 , e sussisterà 
quando per x e y d intendano le coordinate della curva nel 

{ «unto di contatto infinitamente lontano , delle quali almeno 
a xò infinita. Essendo dunque in generale, per l’equazione 

precedente, — ~,e ~ convergendo verso zero a misura 

che X ingrandisce , si vede che « eguaglierà soltanto il li- 
mite verso cui tende, al crescere laar, il rapporto - ira le 

coordinate della curva , ossia il valore che prende questo 
raworto nel supporre x = ±<x- 

Trovato che sia a, per aver /3 osserviamo che 1 equazione* 
y=ctx-\-p dà in generale fi = y — otx , e che per x ey 
possono anche intendersi le coordinate dei punto dì contatto. 
Pertanto il valor finito di /3 sarà il limite cui si avvicina la 
funzione y — xx delle cordiuatc della curva, al crescere del- 
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U X in s(!nso positivo o negativo , e cui si stima raggiun* 
gere quando x = rh «>• 

In siniil modo , potendo gli asintoti non paralleli all’ asse 
delle X aver loro equazioni della forma x = yv + 5 con va- 
lori reali e finiti di 7 e 5 , si avrà 7 cercan<lo per le coor- 


dinate della curva il limite di y in riguardo ad y crescente 

all’ infinito , c poscia si avrà $ cercando ancora per le coor- 
dinate della curva il limite di x — yy in riguardo ad y cre- 
scente. E cosi restano considerati tulli gli asiuloti che la curva 
può avere. 

Nulla dunque più facile , generalmente parlando , della 
ricerca di x e poscia di /3, 0 pure di 7 e poscia di quando 
dall’equazione della curva può trarsi il valore di y in x , 
o quello di X in y : c converrà giovarsi al bisogno delle cose 
dicoiaratc nei numeri 100, io3. 

Sia per esempio l’ipcrbola espressa per l’equazione 

7-= 1 j che ci dà w = ± * V^* — 

Avremo 


V 

X 


il/'a'* — rt* <.1 . ^ 

dt-- , e facendo x=± 00 , sarà »=zt - . 

a X ’ a 


Dopo ciò abbiamo 
b 


.b( T-j i \ h( \a* t. fli \ 

V XX=±-( \/x a X l=±;-( ; -, CC. 1 , 

n\' - / fl\ 2ar 2.4arS /’ 

e quindi supponendo x = ri=oo, verrà /3=o. Cosi dunque 
troviamoper asintoti della proposta iperbole ameudue le rette 


espresse per l’equazione y = ±-x. Nè ve ne sono altri , 

perchè si ritornerebbe agli stessi cercando quelli non paral- 
leli all’ asse delle x. 

Nella logaritmica espressa per l’equazione y = o®, abbia, 
ino ^=: ^ ; quindi ponendo x=-f oo , vien pure (loo), » =oo , 
e da non tenersene conto. Supponendo poi x= — oo, viene 
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per lo slesso n.*, «=o. Dopo ciò abbiamo y — e 

perciò facendo di nuovo x = — oo, sarà p = «”°° = o. 

É dunque asintoto della curva la retta espressa per 1 equa- 
zione ^ = o , cioè a dire l’asse delle x. Nè ve ne à di più. 


perché sebbene il limite y della frazione ^ 


nssiA iti 


: *og y 


do y cresce all’ infinito, sia zero (n.“ loo) , pure il limile 5 
di X — yy, ossia di logy risulta infinito, e come non esi- 
stente per noi. 

172. Combinando il metodo esposto col teorema di Taylor, 

E otremo ridurre la ricerca degli asintoti delle curve alge- 
riche ed espresse da polinomi eguagliali a zero, alla riso- 
luzione dell’ equazioni determinate. 

Supponghiamo decomposta Tequazione della curva in parli 
che sieno omogenee rispetto ài x e y , c disposte secondo i 
loro gradi decrescenti Sarò essa della forma 

)+ • • • =0, (0 


e por maggiore semplicità ponendo 


y 

X 


u , diverrà 


x”*F{tt)-{-aflf{ti)+...=o, ossia F{ti)+-^J'{u) -h...t=o. 

Quindi supponendo x=±oa , i valori che si avranno per u 
saranno quelli di » , e ci saranno dati per l’ equazione 

F{x) — o. 

Per passare a j3 ritorniamo all’equazione (i), e sostituiamo 
ax V in luogo di y. Con ciò avremo 


x^f(% + + ^) + . . . = o ; 

ma dalla serie di Taylor limitala ai termini di primo grado 
riguardo all’ aumento dato alla variabile , abbiamo (i25) 

/^(a + J) = , 
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ovvero ( per essere /’(*) = o ) -f ^ j ; 

dunque sostituendo avremo successivamente 

e da quest’ ultima equazione ponendovi a: = ±; oo , e quin- 
di « = j3 , si conchiuderà ( almeno quando i valori di F' («) 
e y(«) son finiti c diversi da zero ) 


1. ° per n c:iTn — i, /3=o, 

2. » per « = ^ = 

3. ® per n"^ m — i, /3 = ±on. 

Laonde al valore adottato per a, e determinato dall’equa- 
zione F{a)=o, corrisponderà un asintoto espresso nella prima 

ipotesi da yt=«ar, e nella seconda da y=«ar— 


Ma nella terza ipotesi , l’ asintoto cadendo tutto a distanza 
infinita , il medesimo si reputa come non più esistente per 
noi (♦). 


(*) STÌluppando un poco più l’ equazioni cl^e si riferiscono a queste 
ipotesi , si perviene a risultamenti degni di essere notati. 

Nella prima ipotesi il sistema dell’ equazioni 

y=M?, /’(»)=o, equivale alla sola ^s= 0,0 vero ^^5=0, 

che emerge ancora sotto la forma 




0 


dall’ equazioni x = yy , e (y) = o. 


Quindi si fa palese che quando il grado della prima tra le funzioni 
omogenee in che si è decomposta 1* equazione della curva , sorpassa per 
più deir unità i gradi delle altre , la curva è fornita di asintoti mo- 
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XVI. Del contatto fra le curve piane. 

173. Si dice che due curve si toccano quando in un punto 
comune hanno ancora una tangente comune. Dippiù, quando 
tre curve si toccano in uno stesso punto , quella che passa 
fra r altre due è riguardata come avente con ciascuna di 


Tenti per 1’ origine delle coordinate , e si à l’ equazione del loro siste* 
ma eguagliando a zero la delta funzione omogenea del grado più allo. 

Nella seconda ipotesi poi, venendo espressi gli asintoti dall’ equazioni 

e le rette indicate da quest’ ultima essendo parallele a quelle indicate 
semplicemente da y = sa; , ne viene in conseguenza eoe quando il 
grado della prima funzione omogenea supera di una unità il grado di 
quella che la segue immediatamente , le rette che vengono rappresen* 
tate da quella prima funzione uguagliata a zero , e che passano com’ò 
noto per la origine delle coordinate , sono soltanto parallele agli asin- 
toti. Cosi nella curva espressa per l’equazione — 3ay==o, e 

rappresentata dalla Jig. 29, avvi un asintoto ed è parallelo all’unica 
retta reale che può esprimere l’equazione a;^-f-g^ = o. Ora la genuina 
equazione di questa retta essendo y = — x, abbiamo per l’asintoto di 
cui si tratta , » = — j . Per determinare osserviamo che in questo 
esempio si à 

dal che risulta 

^(s)=- + 54j) = -'Ì 

È dunque chiaro che 

/’(») = I 4- da cui F' (•) = 3»* , e che /(») = — 3» ; 
e dopo ciò essendo come abbiamo dello ( e come ci dà essa stessa 
l’equazione /’(»)=o), » = — i, avremo per la esposta teoria 

. /(») ^ /(-O £ 

FI{*) /’'(_!)“ 3 ~ 

onde l’equazione dell’asintoto sarà definitivamente y = — x— • r. 

Dopo le cose dichiarate , riflettendo che se in una curva dotala di 
centro si prende questo centro per origine delle coordinale , l’equa- 
zione della curva dee avere tutti i suoi termini di grado pari , o tutti 
di grado dispari ; si fa chiaro che per questa equazione à luogo la 
prima delie tre ipotesi fatte di sopra, e che per ciò gli asintoti passe- 
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S ueste un contatto più intimo di quello che queste medesime 
anno tra loro. Pertanto i geometri ammettono diversi or- 
dini di conlallo, i caratteri analitici dei quali si desumono 
facilmente , come andiamo a vedere , dalla considereuione 
dei coeQìcienli differenziali delle ordinate. 

Siano 

y=f{^) cd y = <^{x) 


r equazioni di due curve riferite ai medesimi assi. Dinotando 
con X l’ascissa di un punto comune alle due curve , e con 
X -i- h l’ascissa di un altro punto vicino, le ordinate delle 
due curve , corrispondenti a quest’ altro punto , saranno ri- 
spettivamente 

A 2 


Ora se esse hanno una stessa tangente nel punto la cui 
ascissa è a; , in questo punto si avrà nel tempo stesso (53) 

f{x) = (^{x), e f (x) — (x). 

Viceversa , supponendo soddisfatte queste condizioni, si potrà 
affermare che niun’altra linea avente per equazione y=4'(^) 
potrà passare fra le curve proposte, almeno sino a che non 
e pure 4'' (x) —f (x). In fatti arrestando gli sviluppi pre- 
cedenti ai termini di secondo grado in 4 , la differenza Ira 
le ordinate corrispondenti ad x-\- h in queste curve si può 
esprimere con 

laddove supponendo che non sia pure 4* {^) = /' (^) , 


ranno per la detta origine. Adunque nelle curve algebriche dotate di 
centro, gli asintoti non paralleli agli assi passano generalmente pel 
centro. 

Le conclusioni di questa nota suppongono , come quelle ■ del testo , 
che F' (a) e y(») non siano nè nulle nè infinite ; poiché avendo luogo 
UDO di questi casi , la quantità potrebbe avere valori diversi da quelli 
che le abbiaufo assegnati. Ma il principio con che determinarli si ri- 
duce sempre alla ricerca del limite, o dei limiti verso i quali converge 
vs=y—^x, quando x cresce indefinitamente. 
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la differenza Ira l’ordinata della terza curva e quella della 
prima verrebbe espressa per 

h + ?/i) )^‘ , 

dove 6 indica, del pari che nella formola precedente, una fra- 
zione positiva. Ora è visibile che supponendo /i abbastanza 
piccola , si potrà render sempre la seconda formola mag- 
giore della prima , astrazion falla dal segno. Adunque ninna 
curva rappresentata dalla equazione y=^(ar), per la quale 
non si abbia 4' (^) =/' > polrà mai passare tra le curve 

espresse per l’ equazioni 

y=fix) ed y=<if{x), per le quali si à (^' (x)=f'{x). 

Ora due linee che hanno un punto comune , e per le quali 
il coeflicicnle differenziale di primo ordine dell’ordinata à 

{ iure un valor comune in questo punto , si stimano aver tra 
oro un conlaito. di primo ordine. 

174- Similmente le linee per le quali , io un punto co- 
mune , hanno un valor comune i coefficienti differenziali di 
primo ordine , ed un altro valor comune i coefficienti diffe- 
renziali di secondo ordine , diconsi aver tra loro un con- 
talto di secondo ordine ; e si può dimostrare in un modo 
affatto simile al precedente che non potrà passare fra esse 
una terza linea , ammeno che non abbia ancor essa pei suoi 
coefficienti differenziali di primo e di secondo oruiue gli 
stessi rispettivi valori delle duo prime. 

Generalmente, quando le curve y=f{x) ed y=si<^{x) 
son tali che per uno stesso punto , n coefficienti differenziali 
successivi ÀI f[x) e di 9 (ar), a contare da quello di primo 
ordine , sono eguali ciascuno a ciascuno , si dice che le 
curve hanno tra esse un contatto dell’ ordine ed al- 

lora niun’altra linea ij = -\.{x), condotta per lo stesso punto 
potrà passare tra esse , ammeno che i primi n eoeflicieuti 
differenziali successivi di 4(^) non abbiano gli stessi valori 
rispettivi che hanno quelli ò\f(x) odi i^ì (a?). Per lo che 
diverse curve che si toccano in un punto comune, debbono ri- 
guardarsi come aventi fm loro un contatto tanto più intimo, 
quanto maggiore è il numero dei coefficienti differenziai i 
successivi che , a cootac dal primo , hanno lo stesso valore 

23 
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in nmcnduc le curve ; ed in conseguenza qucslo numero dei 
cocilicicnli differenziali di egual vedorc, ò quello die distinguo 
c caratterizza i contatti di diverso ordine: ciò che sarebbe im- 
possibile a potersi ottenere dalla sola geometria. 

175. Abbiamo adesso due cose importanti a notare: la 
prima è che quando due linee hanno un contatto di primo 
ordine 0 di altro ordine dispari , la maniera di giacere di 
una per rapporto all’ altra nelle vicinanze del punto di con- 
tatto è la stessa da ambe le parti di questo punto , e simile 
a quella che si verifica nel contatto di una retta e di una 
curva di secondo grado ; e ciò perchè la differenza tra le 
ordinate che nelle due curve corrispondono aduna medesima 
ascissa, diversa da quella del contatto , à per fattore univer- 
sale A* -od altra pohenza pari di h (lyS), e quindi non cam- 
bia segno con h , almeno da un valore di A convenevol- 
mente piccolo sino a zero. Ma quando il contatto è di se- 
condo ordine, 0 d’altro qualunque ordine pari , le due linee 
effettivamente s’intersegauo ; perchè la detta differenza di 
ordinale à in tal caso per fattore universale A* od altra po- 
tenza dispari di A , e perciò deve mutar di segno con A pei 
valori convenevolmente piccoli di questa quantità. 

176. La seconda cosa notevole e che quando due linee 
sono tra loro in contatto di secondo ordine, o d’altro or- 
dine superiore , debbono amendue rivolgere la concavità 
dalla medesima parte , essendosi dimostrato nel n.° SS che 
la posizione della concavità e della convessità di una cur- 
va dipende dal segno del coefiiciente differenziale di secondo 
ordine. 

177. Dopo ciò che precede , per venire ad un’applicazione 
considereremo le curve paraboliche , ossia quelle in cui le 
ordinate sono funzioni intere e razionali delle ascisse ; perchè 
tali curve sono le più semplici ad esser poste in contatto 
con una curva data. Sia dunque 

y =/(^) 

r equazione di una qualsivoglia curva data , e riflettendo 
che una funzione di x, intera, razionale e di grado n am- 
mette « -f- I cocflìcicnti costanti , proponghiamoci di trovare 
una parabola del detto grado, che abbia un contatto dell’or- 
dino Zi colla curva data, nel punto (2:', di questa curva. 
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Osservando che la parabola riehìesla dee pria di tutto 
passare pel punto {x'^y') , e che per ciò la sua equazione 
dee restare soddisfatta al supporre x — x' , y = y' , o che 
torna lo stesso a? — a?' = o, y — y'^^t equazione 
si potrà scrivere sotto la forma 

y—y'^A (x^x^+B {x^x'T+ C(ar— ar')*+ .. .+ A' {x^x')«, 

avuto riguardo che y debb’ essere per ipotesi una funzione 
di X intera , razionale , e di grado ti. Ora da una parte i 
primi n coefficienti difTerenziaH successivi di y cavali da questa 
equazione, al supporvi x=x' si riducono rispettivamente ad 

A j lèjB y wTV , 

e da un’altra parte quelli che appartengono alla curva o 
funzione data y=f{x) debbono stimarsi cogniti , ed i va- 
lori che prendono facendovi x=x' si possono comodamente 


• T ••li- j 

indicare con i simboli ^ ^ » • • • ’> » 

per ciò che iimanzi (174) si ò dimostrato , avremo ordinatamente 

n_» ^ r IL ^ A'— — L_ 

dx'’ 2 .3 ' 2.3. . .n ’ 


e quindi l’equazione della richiesta parabola sarà 


, du' dWix-^x'Y 


d^y' {x-~-x'Y d’*y' (x — x')" 

dx'^ 2.3 “’rfar'" 2.3. . 


Abbiamo potuto stabilire un contatto dell’ ordine n fra fa 
data curva ed una parabola del grado n , perchò questa 
parabola ammette n-j- i costanti nella sua equazione ; c 
tante sono precisamente le condizioni a soddisfare : dovendo 
la parabola passare pel dato punto , ed avere in questo 
medesimo i primi n coefficienti diflerenziali della sua ordi- 
nata eguali a quelli dell’ordinata della data curva. In 
generale, tra una curva realmente data ed un’altra daia solo 
di specie ( cioè a dire in cui siano dati gli esponenti delle 
coorilinatc nei singoli termini , ma siano iudetcrmioati i coeili- 
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cicntl di questi termini ), si può stabilire in un punto dato 
della prima un contatto, il cui ordine è Gssato dal numero 
delle costanti arbitrarie contenute nell’ equazione di questa 
seconda curva diminuito di una unità ; e quante volte à 
luogo un tale contatto, la seconda curva si dice osculatrice 
della prima. Volere che il contatto sia di ordine inferiore 
al detto, e problema indeterminato; ed e impossibile, gcne> 
Talmente parlando, che il contatto sia di ordine superiore. 

178. Supponendo n=i, la linea richiesta di parabola 
diviene una retta , e coerentemente a ciò i’ equazione pre* 
pedente si riduce ad 


y- 




Ma questa equazione appartiene fi 54 -) alla tangente della 
curva y=f[x) nel punto {x\ y'), dunque la tangente 
( che potrebbe anche dirsi retta osculatrice ) di una curva in 
un punto, à in questo punto colla curva il più intimo con- 
tatto che mai possa darsi tra una curva ed una retta , nò 
in conseguenza può passare fra l’una e l’altra verun’ altra 
retta. Di più questo contatto è in generale di primo ordine, 
e però (lyò) da tutte due le parti del contatto la tangente 
giace d’ordinario allo stesso modo per rapporto alla curva, 
ijg. Supponendo n=2, si à l’equazione 


y y — dx'^^ ^ o » 




che appartiene ad una parabola ordinaria, e di asse paral- 
lelo a quello delle y. Questa parabola dunque è fra tutte le 
altre dello stesso grado, e di assi egualmente paralleli a quello 
delle rj , la osculatrice, ossia quella del più intimo contatto 
colla data curva nel punto {x,y')\ e questo contatto è in 
generale di secondo ordine. (*) Per questo stesso la parabola 


(*) Quando l’asse di una parabola di secondo grado potesse giacere 
comunque , l’ equazione di questa curva ammetterebbe quattro costanti 
indeterminate , o quindi la parabola osculatrice avrebbe in generale un 
contatto di terzo ordine con la curva data. Questa curva stimandosi 
coincidere eoa la parabola nelle vicinanze del conlatlo , lo stesso può 
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e la curva data s* intersecheranno a vicenda nel punto del 
contatto (170) , e quivi rivolgeranno le loro convessilù in un 
medesimo senso (lyi) > ne fra l’una e T altra potrà pas- 
sare verun' altra parabola di secondo grado, e di asse paral- 
lelo a quello delle y. 

XFII. Cerchio osculatore. Sviluppate delle curve 
^ piane. Cicloide. 

180. La linea più semplice dopo la retta ù la circonfe- 
renza del cerchio; una è dapcrtutto senza curvatura, l’altra 
poi à dapertutio la stessa curvatura. Or l’ equazione generale 
del cerchio racchiudendo tre costanti fra loro indipendenti , 
fc chiaro che determinandole convenevolmente, si potrà otte- 
nere un cerchio che abbia contatto di secondo ordine, o vero 
che sia osculatore di una curva qualunque in un punto dato 
di questa. A tal fine ritorniamo alle nozioni presentale ncl- 
r articolo precedente , e supponghiamo essere 

/(ar,y) = o, ed (a:- a)’+ (y — / 3 )* = p*,..(i) 

l’equazioni della curva data , e del richiesto cerchio , dino- 
tando * , / 3 , p le coordinate del centro e il raggio di 
questo cerchio. 

Poiché dunque si vuole che il cerchio abbia contatto di 
secondo ordine colla data curva in un punto qualunque di 
essa, bisognerà che l’equazione (i) e le sue derivale del 
primo e del secondo ordine , che sono 

=:—+ (y-/3)|.=o. W: -+S+ (y-«2 =”■ 


dirsi dette loro corde paraltelc ed iaCaltamente vicino alla tangente 
comune. Quindi per la curva, del pari che per la parabola, i punii medi 
di tali corde possono stimarsi posti in linea retta , c però l’ angolo 
compreso da questa retta colla tougente sarà quello stesso che voleva 
determinare Camot, c di cui si è latta menzione nella nota ai n." 

Cosi dunque si appalesa un altro metodo di farne la ricerca , diverso 
da quello tenuto nella Memoria ivi citata , il qtiaio b diretto cd indi- 
pendente dalla considerazione della parabola osculatrice. 
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restino soddisfatte qualora per x e s'intendano le coordi* 

■ fa 

nate del punto dato , e per ^ e ^ s’ intendano i valori 

che hanno , per Io stesso punto , i coelEcicnti differenziali 
di primo e di secondo ordine di y desunti dall’equazione 
della curva. I valori delle costanti a , / 3 , p sono adunque 
pienamente determinati per l’ equazioni (i) , (2) , ( 3 ).|fcche 
danno immediatamente * 

a^-*= _,p — , (c) 


o che torna lo stesso 

du(dx*^d,j*) dx*^dy' {dx'-^dy^)^ 

^ * dxd^y ’ ^ d*y ’ ^ dxd*y ' ^ 

181. Sostituendo P®’'" ^ ® ^ ^ “ ebbero nel 

n.® 72 dall’ equazione f{x,y) = o, le formolo (e) si cam> 
hiano nelle altre 

»+(S)-] 


rfxlVrfar/ '^\dy) J 

rfy _ dj df <Pf . /£V 
\dy) dir® dx dy dxdy \«fe/ dy^ 

dy\\dx) ~ \dy) J 

££ . /^Y ^ ’ 

\dy) dx* dx dy dxdy \dx) dy^ 

t(av(av 

p~/rf/y d*s _ dfdf d^f . /rfyy ^ 

\dy) dx* ^ dx dy dx^~\dx ) dy* 
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che si rapportano cosi alla curva espressa per la detta equa* 
Kione. Queste ordinariamente sono da preferirsi nelle appli- 
cazioni , perchè non esigono riguardo di sorta circa la va- 
riabile indipendente; e inoltre divengono più semplici quando 
nell’ equazione delia curva non vi à termini aflclti àa. x c t/ 


nel tempo stesso, perchè allora ■^^== o- 

i^^Frattanto il segno di p essendo indeterminato a ca- 
gionWiel radicale da cui è atfello, si potrebbe credere clic 
il problema ammettesse due soluzioni ; ma siccome non è lo 
stesso dei segni di a: — et, e y — e quindi dei sogni 
di (X c j 3 , il centro del cerchio sarà generalmente un solo, 
cd il valore di p si potrà considerare come una quantità 
assoluta o positiva. Pertanto il segno del radicalo si pren- 
derà sempre simile a quello del denominatore , c segnata- 
mente nelle formole (e) , (f) sara il meno o pure il più , 
secondo che ( nell’ ipotesi consueta che le ordinate positive 
procedano da sotto m sopra ) la curva nel punto dato ri- 
volge la concavità o pure la convessità verso il margine in- 
feriore della pagina: e ciò perchè il segno di ~ , e quello 


in conseguenza di cTp sono ancor essi ( 55 ) il meno in un 
caso ed il più nell’altro. 

i 83 . Riguardo al centro del cerchio osculatore , si può 
notare: i.® che dee sempre trovarsi nella normale della curva 
nel punto dato , perchè Tcquazionc (2) esprime appunto questa 


normale (n.® i 55 ) quando a:, y, e si considerano come i 

valori particolari delle coordinale e del coefficiente differen- 
ziale di y per quel punto , ed « , P come due coordinate 
variabili. 2." e che deve sempre giacere dalla parte verso 
cui è rivolta la concavità della curva nel medesimo punto ; 
perchè essendo gli stessi per tal punto i coefficienti differen- 
ziali di secondo ordine della curva e del cerchio, le conca- 
vità dell’ una e dell’ altro debbono quivi esser rivolte nel 
medesimo senso (176). 

184. Quanto poi alla circonferenza dello stesso cerchio , 
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siccome il contatto di essa con la curva & ordinariaincnlc di 
secondo ordine, e solo in qualche punto singolare della curva 
può essere di ordine più elevato ( per la fortuita eguaglianza 
dei valori assunti da uno o più coclTicicnti diflerenziali suc- 
cessivi a quello di secondo ordine ) , cosi bisogna ritenere che 
la detta circonferenza ordinariamente intersegherà la curva, 
e la toccherà sol quando il contatto è per avventura di or- 
dine dispari (*). 

i8o. Nelle varie applicazioni, geometriche non m^^Khc 
fisiche , delle coordinale del centro , e del raggio d^Rer- 
chio osculattìre^ résprcssioni di queste rette sogliono esser 

} )rescnlate sotto forme diverse , che per ciò imporla notare. 
jG indicale da (c), o da (() suppongono ad evidenza chela 
variabile indipendente sia ar , e la terza delle (e), ravvicinata 
n quella della normale (n.® i63), può anche ricevere la for- 
ma più breve 


(*) Questa singolare proprietà del cerchio osculatore di una curva 
in un dato punto, distinguendolo sensibilmente dai cerchi semplicemente 
tangenti , ne agevola pure la grafica determinazione per via di alquanti 
tentativi, praticati su punti presi nella normale c dalla parte concava , 
e fatti servire come centri, affine d’imbattersi nella circonferenza che 
ìnterseghi la curva nel dato punto : ciò che può essere utile spe- 
cialmente quando si tratti di una curva data solo pel disegno che la 
rappresenta, ma affatto incognita quanto alle sue proprietà geometri- 
che. E' se mai simil cerchio non s' incontrasse fra i cerchi che toccano 
la curva ( come iu qualche punto singolare di qnesta potrebbe avve- 
nire), si terrà cerchio osculatore quello che variato di pochissimo nel 
raggio, di esterno alla curva nelle vicinanze del contatto diverrà in- 
terno , o viceversa : stante il carattere essenziale ed immancabile del 
cerchio osculatore , di essere il più vicino olla curva di tutti gli altri 
cerchi possibili. 

Ancora: supponendo che il cerchio osculatore e la curva coincidano 
per un tratto piccolissimo , sarà facile il vedere per le noto proprietà 
del cerchio , che si può avere con approssimazione sulCcicnlo il raggio 
di curvatura di una curva in un punto dato , portando sulla curva e 
sulla tangente distesa nel medesimo senso due rette uguali o piccolis- 
sime , c poscia dividendo il quadrato di una di esse pel doppio della 
retta cho congiungo gli estremi di ambedue. Se dunque con ottima scaladi 
parti piccolissime si esprimano alla meglio in numeri la congiungcntc 
c le rette uguali , il dotto quoziente, trovato prima in numeri, e po- 
scia voltato in linea mediante la medesima scola , darà tosto , a un 
bel circa , il dimandalo raggio di curvatura. \ 
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(love N esprimo quella normale ; ma da esso facll mente si 
desumono quello per le quali la variabile indipendente può 
essere qualunque, bastando all’uopo (yS) sostituire in (e) 

I dt/ dxd'y — dyd*x d*y 
dx ^ dx* ^ dx^ * dx* ' 

Per tal mezzo si hanno le formole generali 


X — »: 


dy{dx*-^dy*) dx{dx'‘-^-dy*) 


dxd^y—dyd'^x ’ 

( dx* -1- dy' ) 


dxd'^y — dyd‘x 


Kg) 




dxd*y — dyd^x ’ 


le quali , in conferma , si potrebbero anche direttamente 
c.ivare dall’equazione primitiva, e dall’ equazioni differen- 
ziali di primo e di secondo ordino del cerchio osculatore , 
solo che nel prendere 1’ ultima di questo equazioni si ten- 
gano egualmente come variabili dx e dy. 

i8G. È chiaro che queste formole si accomodano agevol- 
mente a tutte le ipotesi , che piaccia o convenga fare circa 
la variabile indipendente. Supposto per esempio che questa 
debba essere y , basta sopprimere in esse i termini affetti 
da d^y , perebò allora dy dee riguardarsi costante (io) , e 
nullo per conseguenza d^y. 

187. Supposto poi che la variabile indipendente sia l’arco s, 
intercetto al punto (x,y) c ad un qualunque punto fisso, 
sarà costante ds , ed essendo (.52) 

ds‘=dx‘+ dy' , differenziando sarà dxd'x dyd'y—o. 

Ora mediante queste duo equazioni si possono eliminare dalle 
formole (g) è (Tiffcrenziali ox c d'x, o pure dy c d'y, per 
accomodarle al caso in cui l’equazione (fella curva fosse data 
in y ed 5 , 0 pure in ar ed « ; e la espressione di p ( clic 
intéressa più dell’ altre due ) si trova essere 


d‘y 


, 0 pure p = 

al 


ds\/ds^ — dx* 


d*x 
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Dallo slesse due equazioni si possono avere dx c dy .in 
tl^x, d*y, c ds , per quindi sostituirle nelle formolc gene- 
rali (g) di X — m., y — /3, e p ; ma le nuove ed eleganti espres- 
sioni che si ottengono per tal modo, saranno da noi tro- 
vate bentosto per altra via. 

i88. Lasciando indeterminata la variabile ìndipendente, 
abbiamo l’equazione 

di’ = dx*+ dy* , e l’altra dsd's = dxcTx + dyd*y , 

cho nasce dalla prima facendo variare dx ,dy, e ds. Quindi 
si può agevolmente veriQcare da una parte che 

( dx<Ty — dycTx )*= ds' ( ) — ( dxcTx-^ ày<Fy )* 

=ds'{d!‘x'->rd'y' — (I‘s'), 
e da un’altra parte che 

dy{dxd'y—dy(Tx)=ds{dxd*s—dsd'x)=—ds'^.d » 

— dx ( dxdTy — dyd'x '/=ds ( dyd*s — dsd*y)= — ds^.d • 

Or questo è sufficiente a ridurre i precedenti valori ge- 
nerali (g) di X — (X, y — /3, e p sotto le forme 

(i) 

ds* 

P= , - 

\ld*x*-i-d*y*—d*s* 

i8g. Dopo ciò, osservando ancora che * — x, e /3 — y 
sono le projezioni del raggio p sugli assi delle x e delle y, 
se noi cniamiamo qui X e fx gli angoli che due parallele a 
questi assi , menate pel punto {x ,y) , c dirette nel senso 
delle X positive e delle y positive, formano con quella parte 
della normale in cui si giace il raggio p , avremo 

pcosX = » — X, e pcosfx = /3 — y. 

Quindi per le ottenute formole si troverà facilmente 


/ 
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igò. Pef fendere óra più semplici lo formole dei due 
numeri precedenli, prendiamo l’arco s per variabile indipen- 
dente , come suol farsi nelle ricerche di alla geometria e di 
meccanica. Allora essendo costante , si à evidentemente 



c però le dette formole si riducono alle seguenti 

ds^d*x - ds*-d*y ds* 

d*x*-k-d'y' ’ ^ ^ d^x'-^rd’^y* ’ ^ ’ 

» d^X d*y 

cosX = p — , cosM = p^. 

191. Il raggio del cerchio osculatore prende una forma 
vieppiù semplice , e mena a conseguenze di maggiore inte- 
resse , introducendo nel calcolo l’ angolo che la tangente 
della curva nel pimto (x ,y) forma con l’asse delle 
Chiamando r quest’angolo, abbiamo dal n.° 55 

tanT==^, e quindi rasare. tan^. 


Adunque differenziando nella ipotesi che la variabile indi- 
pendente sia qualunque , avremo (35) 


cfT = . 


ÉE. 

dx 


dx^ 


dxd^y—dyd^x dxd*y—dyd*x 

dx^-^dy* <ùi* 


con che l’ espressione generale di p (i85) diviene sdmpli- 
cissimamente 

p s= ^ , e dà in conseguenza rfr = — , c ds = poh. 

Of p 

192. Per conoscere il significalo geometrico di queste for- 
mole supponghiamo essere nella^y. 3o, OP=x, PQ= Axy 
l’arco BM=s, c quindi l’arco Supponendo anco- 

ra condotte per Ja ed JV le tangenti alla curva, e le paral- 
lele all’ asse delle x positive , sarà l’angolo t = iMm , e la sua 
differenza At=mA^ — tJfIms=uJVn — inN=uin- Ciò posto 
osserviamo che l’angolo «/» , esteriore delle tangenti appli- 
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calo agli estremi dell'arco MN ( o che dicesi angolo del 
couiallo quando si suppone indnìtamenlc piccolo ) è la mi- 
sura più adeguala della curvatura di quest’arco sotto una 
data lunghezza , perchè esso angolo cresce , diminuisce , c 
si annulla al supporre che l’arco s’incurva più, o s’incurva 
meno , o si rauorizza : come divicn chiaro supponendo che 
r estremo M dell’arco resti fisso insieme colla tangente Mi, 
c che r altro estremo N si allontani vieppiù da questa tan- 
gente , o pure se le avvicini , o la raggiunga. Poiché dun- 


que abbiamo rfr t= — , ne viene in conseguenza che la della 

• éis È 

curvatura sarà misurata da — . Ciò prova i.® che il limite 

di essa è zero, perchè p è una quantità determinata, laddo- 
ve As diminuisce indefinitamente con Lx (*); 2.® che quan- 
do si aflcrma che la curvatura in un punto M sia alla cur- 


ìalura in un altro punto M' come ^ ad ^ , ossia in ragione 

inversa dei raggi dei cerchi osculatori in tali punti , ciò si 
deve intendere delle curvature di due archi indefinitamente 
piccoli c di eguale lunghezza , contali dai medesimi punti. 

193. Inoltre, osservando che l’angolo utn ossia At è uguale 
all’angolo MoN compreso dalle normali alla curva in M 
oA N , 0 che la formula pc^r cui si è trovalo eguale ds e- 
sprime l' arco del cerchio osculatore, che sottenderebbe l’an- 
golo dx fatto al centro di esso , diviene manifesto che l’arco 
MN, a misura che il punto N si avvicina ad M, tende a 


(*) Con questo, per quanto ci sembra, rimane ancora giustificalo il 
principio (li Leibnitz , secondo il quale ogni curva può riguardarsi 
come il limite dei poligoni ad essa iscritti, ed avendolo in tal conto 
potremmo qui dare un saggio della rapidità del metodo infinitesimale , 
che nelle sue applicazioni geomeiriebe à per fondamento quel princi- 
pio ( nota del u.° ibi) , abbencbè tale rapidità non sia sempre la 
stessa quando si vuol procedere con rigore. Ma siccome questo metodo 
ò quasi il solo adoperato nelle scienze fisiche , c perciò vuol essere 
conosciuto un poco piu estesamente che non si potrebbe in una nota, 
sarà meglio riserbarci di trattarne a suo luogo in un articolo separato. 
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confondersi con 1' arco del cerchio osculatore in M ^ frap- 
posto alle due normali condotte per M N \ e che rin- 
contro di queste normali si avvicina in pari tempo al cen- 
tro di cotal cerchio. Per questa l’agione la curvatura della 
curva in M si stima eguale a quella del cerchio osculatore 
della curva in tal punto , ed il raggio di questo cerchio di- 
cesi anche meglio raggio di curvatura. Ciò nasce , come 
si polca prevedere , dalla proprietà di essere tal cerchio il 
più vicino di tutti alla curva nel punto M , e viene an- 
cora convalidalo dal considerare che il medesimo cerchio 
intersega (i84) generalmente la curva ; difalti , questo fa si 
che il cerchio avendo in rigore alquanto maggior curvatura 
dell’ arco LN dalla parte del punto M dove c interno a que- 
st’ arco , ed alquanto minor curvatura dalla parte dove c 
esterno, nell’insieme la curvatura dell’ arco LN intorno al 
punto sarà , anche pel fatto di questa intersezione, mcn 
diversa da quella del cerchio osculatore io M. E se questa 
intersezione non ha luogo quando il contatto del cerchio 
osculatore con la curva è por avventura di ordine dispa- 
ri (i84) , allora io vece il contatto c vieppiù intimo, perchè di 
ordine superiore al secondo; e d’ordinario la curvatura della 
curva, a simiglianza di quella del cerchio, è la stessa dalle 
due parti del punto di contatto : come a suo luogo vedremo. 

19Ì. Per terminare con un’applicazione cercheremo il rag- 
gio di curvatura delle curve coniche , servendoci , come nel 
n.® 169, dell’equazione y* = 2/nx -+■ «a:*. Allora per trarre 
partito dalla espressione della normale ritrovata nello stesso 


n,° , possiamo adoperare la formolo r = 


jvs 

— — del raggio di 
eo 

V*"7 — 

</x* 


curvatura (i 85 ), e non dovremo che sostituirvi il coefficiente 
differenziale di secondo ordine di y cavato dalla detta equa- 
zione. Ora il primo differenziale di questa equazione essen- 
do ydy=:mdx‘\-nxdx, elevando a quadrato avremo 

y'dy* = m'dx* + nigmx -f nx')dx' = ìrtdx' -p ny'dx' 

in virtù dell’equazione primitiva. Quindi dividendo per y'dx', 
c poi differenziando di nuovo , sarà successivamente 


dy 


m* 


dy d^y 


ri- — _4-n 

dx* «* * dx dx* w* dx ^ dx^ 


2w® dy 
yS dx ’ 


d*y 

dx^ 


\ 
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onde per la suddetta formola risulterà r = — , astraziocte 

* tn* 

fatta dal segno. Adunque il Tajjgio di curvatura in un 
punto qualunque di tma curva conica, eguaglia il cubo 
della corrispondente normale terminala ad un asse della 
curva , diviso pel quadrato del semiparametro apparte- 
nente a tale asse; ed in ogni vertice della curva egua- 
glia il semiparametro dell’ asse cui quel vertice si ap- 
partiene, pcrchò ivi la normale eguaglia ancor essa la metà 
del parametro (169). 


a.® Sviluppate, 

igS. Ad ogni punto di una curva corrispondendo un cen- 
tro particolare di curvatura , T insieme ossia il luogo geo- 
metrico di tutti questi centri, costituirà in generale un’mtra 
curva dipendente dalla prima. Or questa curva dicesi evo- 
luta 0 sviluppata dalla prima , la quale per contrario chia- 
masi evolvente o sviluppante dell’ altra , a motivo di una 
relazione singolare che dimostreremo aver luogo tra esse. » 

Per iscoprire il modo con che desumere l’equazione della 
sviluppata X/xv ... {fig. 3 i ) da quella della sviluppante 
LMN , basta osservare che quando nelle due ultime 
dell’ equazioni 

f{x,y)=io, (A)-, (ar — *)*4-(y-.^)‘=sp*, (i) 

{x—n)dx-\-{y—^)dy=o, (2); dx'-^d^-^{y—?)d*y=o, ( 3 ) 

e che sono i diiferenziali di primo e di secondo ordine del- 
r equazione (i) esprimente il cerchio osculatore, s’intendono 
posti per dy , e d*y i valori in x ,y , e dx tratti dai dif- 
ferenziali ai primo e di secondo ordine di [A , allora le 
« e /3 possono riguardarsi come funzioni implicite Aìx ey, 
o pure di x sola in virtù dell’ equazione (A). Quindi elimi- 
nando a? e y tra l’ equazioni (A) , (2) e ( 3 ) ; 0 , che torna 
Io stesso, tra l’equazione (A) e le due prime equazioni dei 
n.® 181 , si avrà una equazione che non contiene di varia- 
bili se non le coordinate « , jS , e che per questo rappre- 
senta la sviluppata. 

196. Il differenziale dell’equazione (2), preso non solo 
rispetto di ar 0 y , ma bensì rispetto delle coordinate « e /3 
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deir evoluta ( le quali siccome testò abbiamo detto son fun- 
zioni di a: e y ) , si riduce in virtù dell’ equazione (3) a 
doLdx-\-d^dj/= 0 . Quindi l’equazione (2) potrà essere scritta 
sotto la forma 

s/ — » (4) 

per la quale esprime (i34) una retta che tocca In sviluppata 
nel punto (*,/3) espresso da fx,e passa pel punto (x ,y) 
della curva primitiva , rappresentato M. Ma sappiamo dal 
n.® i83 che la congiungente di tali punti è normale della 
stessa curva in {x ,y) \ dunque possiamo affermale che le 
normali di una curva qualunque sono tangenti della sua 
sviluppala. 

197. Da ciò segue che le normali LI , Mm , Nn , .... 
di una curva , colle successive loro intersezioni , della pri- 
ma cioè colla seconda , della seconda colla terza , della terza 
colla quarta , ec. daranno i vertici di un poligono circo- 
scritto all’evoluta, e tanto meno diverso da essa quanto 
minori ne saranno i lati e gli angoli esteriori ; di tal che 
abbisognando costruire l’evoluta di una curva , data soltanto 
col disegno che la raffigura { come spesso accade nelle arti 
di costruzione), la si avrà con esattezza sufficiente al biso- 
gno nella curva iscritta al detto poligono, se non pure nello 
stesso poligono. 

198. L’equazione (i) differenziata pur essa, tanto rispetto 
ài X e y , che rispetto di «, /3, e p considerate come fun- 
zioni di a; e y , SI riduce in virtù dell’ equazione (2) ad 

(ar — «) </»-f (y — /3)rf/3 = — p</p; (5). . 

Quindi eliminando mediante l’ equazioni (4) c (5) i binomi 
ar — » ed y — /3 dall’equazione (i) , si avrà 

</p = ± \jdy.^-\- d^* ] 

ma questo radicale esprime (i53) il differenziale dell’arco 
o dell’ arco dell’ evoluta ( secondo che piace adottare il 
segno -+• o — del radicale ) , compreso tra un punto fisso 
C o 7 ed il punto variabile f*. ; dunque indicando con a la 
lunghezza dcil’ uno o dell' altro arco , avremo 

</ps=±;(/j, donde dp^da=sd(p^a)=o, e prp'TsC’, 
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(linolando con C una quantità costante, cioè adire che non 
varia con x, o col punto tx : non potendo essere se non co- 
stante una quantità il cui differenzialo è nullo. 

L’equazione p — a = C esprime che l’arco Cix dell’ evo- 
luta, eia tangente M;x di essa, distesa fino all’evolvente, pro- 
cedono nei loro cambiamenti con differenza costante. Quindi 
cliiamando p' e or' due altri valori compagni M'[x' e 
della tangente e dell’arco contato pure dal punto C, avremo 
nel tempo stesso 

p — 3 = C, e p'— a'= C , onde sarà s' — <3 = p' — p: 

il clic prova che tm arco qualunque fxfx' della sviluppala 
è quanto la differenza delle tangenti ixM , Jra le 
quali è iniereetto , distese fino alia sviluppante. 

igg. I geometri dicono rettificabile una curva quando 
rcspressionc analitica di un suo arco qualunque è funzione al- 
gebrica dello coordinato c dei parametri della curva. Inol- 
tre , siamo certi per le regole della differenziazione , che 
i coefficienti differenziali delle funzioni algebriche sono an- 
cor essi rappresentati da somiglianti funzioni , e da ciò si 
rende chiaro che nelle curve algebriche le formolo dei rag- 
gi di curvatura , ossia delle tangenti alle sviluppale , deb- 
bono essere parimente algebriche, perchè dipendono (180) 
dai coefficienti differenziali di primo c di secondo ordine 
dcH’ordinala presa per funzione dell’ascissa. Dunque, in virtù 
del teorema teste cnunziato, possiamo con un altro teorema 
affermare che tutte le sviluppate delle curve algebriche 
sono rettificabili. E si può anche asserire che sono rettifi- 
cabili le sviluppate di quelle curve trascendenti , le cui 
equazioni differenziali sono algebriche : come sarebbero 
la logaritmica neperiana espressa per l’equazione y=ilx , 
e la curva considerala nel n." 65 . 

200. Il teorema enunziato nel n.® 198 conduce a desumere 
graficamente e per approssimazione la sviluppante dalla svi- 
luppata : problema che teoricamente considerato è di com- 
petenza del calcolo integrale. Difalti, essendo l’arco della 
sviluppata {fig- 3 i ) eguale alla differenza delle tangenti Mg. 
cd ÉVg' , applicato ai suoi termini e distese fino alla curva 
primitiva MM' , è chiaro che questa curva verrcbbe,\descritla 
con molo continuo dalla estremità di un filo, il quale avendo 
una sua parte tesa e rappresentata da gM ^ e 1 altra parte 
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essendo avviluppala sull’arco iàijì' , si andasse poi sviluppando 
progressi vamenle da quest’arco, avendo sempre per la ten- 
sione la forma di linea retta tangente dello stesso arco, nel 
punto dove giunge a mano a mano lo sviluppamenlo. Or 

3 uesta si c la ragione per cui la curva [*!*' si dice sviluppala 
ella curva MM'. 

20 r. È chiaro che ogni altro punto della piM, o del suo 
prolungamento descrive nel medesimo tempo un’altra svi- 
luppante della stessa curva e che queste diverse sviluj)- 
panti ( comunque aver possano equazioni dilTerentissiine ) 
sono curve tra loro parallele. Cosi la ricerca della svilup- 
pante , supposta cognita la sviluppata , è problema indeter- 
minato, ammeno che non vi si aggiunga qualche altra con- 
dizione , quale sarebbe per esempio il dover passare per un 

f iunlo dato. In questa ipotesi il problema 6 determinato , ma 
a maniera di descrizione pocanzi della non è veramente che 
ideale, e propria soltanto a farla concepire eseguila per molo 
conliiuio. Nondimeno è facile supplirla con una costruzione 
equivalente , ed effettuata colla riga e col compasso , che 
sono gli ordinar! strumenti del disegnatore geometra. In effet- 
to, menando pel dato punto Z la tangente ZX alla sviluppata 
mediante la semplice applicazione della riga in modo che 
abbia un minimo arco ni comune con la curva, si jirenderà 
l’arco X/z piccolo ancor esso tanto che coincida sensibilmente 
colla sua corda , ed applicata anche io /z la tangente , si 
avrà il punto JU portando su questa, a contare da fz, la delta 
corda e di seguito la tangente XZ. In siinii modo , notato 
l’archetto /zv si piccolo da potersi estimare come linea retta, 
si applicherà in v la tangente, e tagliando su questa a con- 
tare da V la dotta linea retta ed in continuazione la tan- 
gente si otterrà un nuovo punto N della sviluppante; 
c cosi appresso. 

202. Le sviluppate c le sviluppanti , e tra quest’ ultime 
la sviluppante del cerchio , sono di grande uso in varie ap- 
plicazioni importanti. Noi qui troveremo le sviliqqate delie 
curve coniche , e serviranno utilmente all’ uopo le formule 
del n.® i 8 i. 

Cosi, l’equazione dell’ ellisse essendo al solito 


— -+-^ = i , abbiamo * f{x,y ) = — -j- ^ — i , 

25 
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p |;ei- conseguenza 

df a* df d*f ^ </*/ d^f ^ 

~dx a* ’ dy 6* * dx* a* ’ dxdy ’ dy"^ b* 

(Juimii sosliluendo queste espressioni nei valori di » e /3 cavati 
dal citalo n." , ed avendo riguardo nelle riduzioni aH’equa> 
zioiio dell’ ellisse , troveremo 


a*—b' 

ai 


ar», /3; 


A» — a» 




Ora i valori di e y tratti da queste equazioni , e sostituiti 
in quella dell’ellisse, ci danno subito per la sviluppala di 
(jucsta curva l’equazione 


( 




a* 



I > 


la cui forma indica per se sola che la sviluppala deve già- 
cere simmetricamente per rapporto agli assi coordinati o della 
ellisse (yiy. 82 ). Facendovi successivamente «=o, e j 3 =a 
si ottengono i punti dove la sviluppata incontra gli assi , e 
siccome in tali punti debbono questi assi toccare (196} la 
curva , così questa si comporrà di quattro rami che volge- 
ranno lutti la convessità ai medesimi assi. In fine , perchè 
l’equazione della sviluppata ( di accordo con quanto si disse 


à* a* 

nel n.”i94) dia i semiparametri — ed — per valori dei rag- 


gi di curvatura corrispondenti ai vertici JfJ, M', ed JV , N' 
dell’ellisse , è forza che i centri di curvatura {j- c f*' dei ri- 
spettivi vertici M , M' dell’asse maggiore esistano fra tali 
vertici ed il centro ; e che all’opposto i centri v e v' di cur- 
vatura dei vertici N , N' dell’asse minore cadano al di là 
ilei centro , per rapporto ai vertici corrispondenti, 

208, Siccome l’iperbola dall’ellisse , così la sviluppata 
della prima si può desumere dalla sviluppala della seconda 
Ciimbiandovi A* in — i”. Tale sviluppata verrà dunque 
espressa da 


( 


ax 

a^-hb’‘ 



a^-hb^ 



I . 


Digìtized by Googlc 



(‘ 9 ^) 


Questa curva è formata , come la precedente , da quattro 
parli eguali e dis[)osle simmetricamente per rapporto agli 
assi deir ipcrbola {Jig^ 33 ). Essa incontra il solo asso tra- 
sverso dcli’iperbola nei punti e y!, dove a vicenda si toc- 
cano j od il valore dei raggi di curvatura My, M'y', corri- 


i* 

Bpondenli a vertici M, M' dell' ipcrbola, trovasi espresso da — : 
conforme pure al n.“ 

204. Quanto alla parabola espressa per l’equazione 
7/ — lax , abbiamo ,y)—y' — 'aax , 


e per conseguenza 


(ff df dH 

= — 2/1, -ji =2V,-74 ì=0 
dx ^ dtj ^ ’ dx* 


^= 2 . 
dxdg ’ dy^ 


Questi valori , sostituiti nelle prime due formole del n." i8r , ' 
danno immediatamente 


DL = ‘ix-\-a, /3=t=- — 


onde x = 




Per lo ebe, sostituendo queste espressioni di ar e y neH’eqna- 
ziono della parabola , avremo per la sua sviluppata 

27 a 

Questa curva ò divisa in parti eguali e simili dall'asse della 
paral)ola, e lo incoutrd nel punto y dove si debbono toccare 
a vicenda {.fig. 34 - ). In questo punto , che si trova ponen- 
do jS = o , il raggio di curvatura 31 y, appartenente al ver- 
tice M della parabola, risulta eguale ad a : di accordo sem- 
pre col n.“ 194. 

Cicloide. 


2o 5. Diccsi cicloide la curva ^aerata da un punto di una 
circonferenza di cerchio , la quale toccando una reità inde- 
(inila si va rivolgendo sopra di essa. Le proprietà nolevolis- 
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siino (li qiiosla curva hanno varie applicazioni importanti in 
geometria ed in meccanica. 

Dinotino OAB ed NML (fig. 35 ) la prima posizione , ed 
un’altra posizione qualunque del cerchio rotante, e svipponghia- 
mo che il punto generatore della cicloide, ed il contatto del cer- 
chio con la retta siano ambidue in O nella prima posizione, 
laddove uno sia in M e l’altro in nella seconda. È chiaro 
che passando il cerchio da una all’altra posizione, i punti 
dell’ arco 3IÌV si sono applicali successivamente su quelli 
della retta ON , e che perciò debba essere sempre l’arco 
eguale alla rotta : bene inteso che nel contare l’ arco da N 
e la retta da 0, procedano amendue nel senso del rivolgi- 
mento, che secondo la nostra Itgura è da sinistra a destra. 

Ciò posto prendiamo il punto 0 per origine delle coordi- 
nale , e la retta ON per asse delle x , e condotte per M le 
perpendicolari MPcHi yl/i^ sulla retta ON e sul diametro LN, 
chiamiamo a il raggio del cerchio, ed al solilo x,y \e 
coordinate rettangolari OP , PM del punto M. Avendo ri- 
guardo al segno del coseno di un arco , il quale varia da 
zero sino ad una mezza circonferenza , si vede facilmente 
che per qualunque punto M della parte ascendente OZ> della 
cicloide, ò sempre a — y l’espressione analitica del coseno 
dell’ arco NM. Per lo che, potremo esprimere quest’arco 
|)cl simbolo arc.cos (« — y), riferito al cerchio di raggio a. (*) 

È poi la retta NP — QM= \j 2 ay—t^, sia per le note pro- 


(*) Avverliamo qiii , una volta per tulle , che sutle tracce del signor 
Caiicliy ci serviremo dei simboli arc.scn/>, arc.cos^ , arc.tan/>, are. 
co\.p , arc.sec/» , arc.coscc^ , quaudo fra gli archi di cui p è una linea 
trigonometrica positiva o negativa , vorremo indicare il più piccolo, e 
segnatiimenle quello che ha il più pìccolo valore positivo quando i delti 
archi fossero a due a due eguali e di segno contrario. In conseguensa 
nel cerchio di raggio i 

arc.sen/j, arc.tan/), are. col/» , arc.cosec/j 

esprimeranno archi positivi o negativi , ma sempre compresi tra i 

limili — * e -H — , h iìdove 
a 2 

■ " ' ' arc.cos/» , arc.scc/» 

dinoteranno sempre i.rchi positivi e compresi tra i limili ziro e «■. 
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prielà del cerchio , sia perchè la QM è il seno dello stesso 
arco A^Jf avente per coseno a — y. Dunque riguardando il 
detto radicale come una quantità per sè stessa positiva , 
l’equazione dell’ arco ascendente OD sarà 

X + \jiay—xf = are. cos ( a — y ) , o che torna allo stesso, 

a: = arc.cos(a — — — y'- (A) 

Quanto all’arco discendente DO', per un qualunque pun- 
to M' di esso, e l’altro 31 di eguale ordinata nell’arco ascen- 
dente , si à con tutta evidenza 

op<=oa—ap=oa—op. 

Per lo che chiamando ancora x e y \e coordinate del pun- 
to 31' , c sostituendo per 00' l’espressione 2 nra della cir- 
conferenza che nel suo compiuto rivolgimento si è applicata 
su quella retta , e per OP l’ espressione in y dataci per la 
precedente equazione , sarà 

x = ZKa — are. cos (rt — y)-\'\J^<^y — (D) 

r equazione dell’arco discendente DO'. (’) 


(*) Si può vedere facilinente che l’ equazione atta ad esprimere tutti 
gli archi asoeudenti delia cicloide , non meno a destra che a sinisira 
dell’asse Oy , come oltre di OM sono Om , Ofm' , ec. è della forma 

a? = ±( aiV.a-j-arc. cos (a — y) — {/zay — y*) , 

supponendo che i vi dinoti un qualunque numero intero e positivo , a 
contar da zero. E con eguale faciltà si può vedere , che l'equazione 
atta a rappresentare tutti gli archi discendenti a dritta ed a sinisira 
detrasse Oy , è della forma 

a: = dn ( 2iV.o — are. cos (a — y ) -j- — y* ) , 

se non che in essa non può t essere zero. Ma se si è contento di 
esprimere a: e y in funzione di una terza variabile , esprimendo così 
in pari tempo la curva col sistema di due equazioni , queste risulte- 
ranno semplicissime prendendo per terza variabile l’ arco sempre cre- 
scente NiU , che è quello i cui punti nel rivolgimento del cerchio si 
applicano successivamente sulla retta fissa , e che si terrà positivo o 
negativo secondo che si considera il rivolgimento suU’asse delle ar po- 
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2o6. è chiaro che i valori di dx IraUi da queste due cqnà- 
zioni non possono differire che nel scpno , e difalli appli- 
cando le regole date nei numeri i8 e 35 , ed avvertendo 
che il coseno a — y si riferisce al raggio a, si trova per 
equazione differenziale della cicloide 

= H- . —yjj L, . 

1^2 ny — y® \/ ^ay — y* l^ioy— 

dove il segno + vale per l’arco ascendente, ed il segno — per 
l’arco discendente. 

Da essa desuraesi a vista per la sunnormale nel punto M 


y^y 

dx 


= \l‘^ay—y^ = PN , 


con che la normale sarà JfLV, ed il valore di questa, indi-* 
pendentemente dalla forinola datane al n.° i6q , e per le 

sole proprietà del cerchio risulta espresso da V 2ay. Quindi 
essendo retto l’angolo NML contenuto nel semicerchio, sa- 
rà ML la tangente della curva in JI ; e giova osservare 
che le £M ed A/JV sono parallele alle rispettive corde DJC 
e KE del cerchio rotante dovunque posto , atlino di va- 
lersi di questa posizione arbitraria del cerchio quando non 
si abbia quella del diametro L!V corrispondente al punto 
dato AI, la quale peraltro si av rebbe facilLssimamente costru- 

endo il radicale \/ ( — J/ÌV esprime la retta PN. 

207. Dall’ equazione differenziale della cicloide per l’ar- 
co OD si desume 


dy ^/20y — y“ /2« — y 

di y V y ' 


(^) 


sitive , o su quello delle x negative. Difatti chiamando v quesl’arco, 
abbiamo subito l’equazioni 

x=ON — JVP=^arcoMN — NP=V‘^senv , y=CN — Ì’iP=a— cos», 
le quali , avendo riguardo ai segni che convengono a sen*' e cos« , è 
facile vedere che si verificano per qualunque punto di qualunque ramo. 
Ciò nondimeno , se per avci'e l’ equazione della curva in ar e y si eli- 
minasse V tra le delle equazioni senz’ alcuna particolare avvertenza, il 
risultato sarebbe più generale chj non dev’essere per esprimere soltanto 
la cicloide. 
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Qiiiudi l’ equazioni della tangente e della normale delia curva 
nel punto {x‘ ,y') saranno (i 55 ) 


ma è chiaro che quando trattasi di un punto dato nella curva, 
il metodo dianzi esposto sia da preferirsi alla costruzione di 
queste equazioni. 

Quando poi il punto per cui si vuol condurre la tangente 
o la normale alla cicloide non è in questa curva , le ignote 
del problema sono x' e y' , e cambiando ( per seguire gli 
usi ricevuti ) x e y nelle coordinale di quel punto , che di- 
remo h e k , le precedenti equazioni liberate dal radicale 
divengono 

y'[{x' — h)'-\-{y‘ — k)'^=2a{x> — h)', 

y'[{x'-hr-\-{y^-kn=.2a{y'-kr, 

esprimendo eosì due curve di terzo grado (*). 

208. Per procedere alla ricerca del raggio di curvatura 
eleviamo a quadrato Tcquazione (2) , c poscia prendiamo i 


(*) In grazia de! meno provetti nell’ applicazione dell’ algebra alla 
geometria, aggiungeremo che se bisognasse descrivere queste curve, 
aOiiic di combinarle colla cieloide ed avere i punii ignoti nelle inter- 
sezioni delie prime colla seconda , gioverebbe supporre nella prima 
curva 

(;c/_A).-+-(y'-*). = 2 r(ar'-A), (T) 

e nella seconda 

(a,'_A)*-t-(y'-^).=,ar(y'-A) , (N) 

perchè cosi la prima si riduco ad 

ry' a («' — h) , (t) ; e l’altra ad ry'—a{y' — X) , (n) : 

onde per ogni valore dato arbitrariamente ad r, si avranno due punti 
della prima o della seconda curva mediante la costruzione dell’ equa- 
zioni (’r) , (t) , o dcll’equazioni (N) , (11) , che dinotano in ambi i casi 
un cerchio ed una retta di facilissime delermiaazioui . 
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coflKcienli diflerenziali dei due membri. In tal modo avremo 
successivamente 


^ ^d*y dy dPy a 

dx^ y ’ dx dx* y^ dx' ^ dx^ * 

Quindi per la formula del raggio di curvatura (i 85 ) espresso 
mediante la normale, già da noi trovala, avremo imme- 
diatamente , a prescindere dal segno pel n." 182 , 




dx'^ 


oy 


= \l^aij = 2\l‘2ay , 


dal che si deduce che nella cicloide il raggio di curva- 
tura è sempre doppio della normale. 

209. Da questo valore del raggio di curvatura, che ci dà 
per centro di curvatura relativo al punto 0 questo medesimo 
punto (*) , e per centro di curvatura relativo al vertice D il 
punto 5 della normale DE prolungala sino- ad essere 
eguale ad ED, si deduce ancora facilmente che la svilup- 
pata della cicloide è un altra cicloide eguale alla prima. 
Difatti il centro di curvatura relativo al punto qualunque M 
dovendosi trovare sul prolungamento della normale mN , e 
ad una distanza N(J- = NM , e chiaro che l’arco TVjtz del 
cerchio di raggio c , e il cui centro è in y sul prolunga- 


(*) Dalla circostanza singolare che il centro di curvatura corrispon- 
dente al punto D è lo stesso punto 0, combinata con quanto si disse nel 
II." iga circa il rapporto delle curvature in due punti diversi di una 
curva , si rende lecito aOcrmare che la curvatura della cicloide in 0 sia 
infinitamente maggiore che non è in ogni altro luogo della curva. Que- 
sto risullamento sembra avere del paradosso ; ma riflettendo che al 
primo spostarsi del cerchio generatore , si pub tenere come se il me- 
desimo facesse, per un istante , centro di sua rotazione un punto della 
base infìnitamentc vicino ad 0 , ne viene in conseguenza che il primo 
elemento della eicloide si può avere come un arco infinitesimo di un 
cerchio descritto con un raggio anch’esso infinitesimo. Ora c palese che 
un elemento di tal sorta è più curvo , al di là di ogni rapporto , di 
ogni altro eguale elemento descritto con un raggio di grandezza finita. 
Adunque il calcolo non poteva esprimer meglio in suo linguaggio tanta 
diflcreuza di curvatura, che presentando un raggio di curvatura nullo, 
c quindi una curvatura infinita nel punto O. 
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raento della LN , eguaglia l’arco NM del eercliio NML di 
cgual raggio e di centro in C; onde altresì l’arco LM ri- 
sulta eguale all’ arco Xf*. Ma per essere l’ arco MN eguale 
alla retta ON , e la semicirconferenza LMN eguale ad OE, 
semibase della cicloide , debb’ esser pure l’ arco LM eguale 
alla retta EN -, dunque l’arco X/4 eguaglierà similmente la 
retta X 5 , e quindi il punto (a apparterrà alla cicloide die 
verrebbe generata dal punto /z movendo col cerchio X/^iV 
da 5 verso X. (•) 

210. Osserviamo di più che il raggio di curvatura es- 
sendo nullo in ed eguale ad M!x = 2\/2ay in M, se 
ne desume (198) che l’arco 0 (ji della sviluppata sia pur esso 
eguale ad Mii , di tal che chiamando s quell’ arco , ed os- 
servando che la MP espressa da y eguaglia la (M » si ù 
r equazione notevolissima 

8 = 2\j%ay , ovvero a* = 8ay , 

tra un arco qualunque della cicloide , confalo dal vertice , 
e l’altezza o freccia del medesimo arco. Considerando il 
punto 5 in vece del punto pt , o che torna lo stesso ponendo 
y = 2a, risulta l’arco 0 ^ = ^a. Dunque la cicloide è 


(*) Si potrebbe anche giungere a questo risultato, sostituendo nello 
prime due formole (e) del n.° 180 i valori trovati pei cocilìcienti diF- 
tereiiziali di primo e di secondo ordine di y , e poscia permutando le 
coordinate a e 3 in due altre «' e , parallele alle prime e contate 
dal punto 9 nelle direzioni SX e SE, mediante le formole a = «'a—*', 
p — aa In tal modo arrivasi ad una equazione in e af- 

&tto identica a quella in a; e y della cicloide primitiva. 

Del resto questa proprietk della cicloide , di riprodursi mediante lo 
svilupramento , è collegata ad un’ altra molto più generale , dovuta a 
Gio: Bemouilli, e dimostrata la prima volta da Eulero nel X tomo dei 
Nuovi Commentari dell’ Accademia di Pietroburgo, che può essere così 
enunziata : se avendosi una curva qualunque 1 cui estremi toccano due 
lati adiacenti di un rettangolo (come p. e. avverrebbe se la curva Os 
fosse un quadrante ellittico ), se ne prenda la sviluppata, e di questa 
si torni a prendere la sviluppata , e cosi di seguito alC infinito ; le 
curve cosi ottenute tenderanno progressivamente a confondersi con 
una semicicloide. Essa è stata pure dimostrata da Legendre in fine 
del a.» voi. degli Esercizi di Calcolo Integrale , e da Poisson nel 
i8.° fascicolo del Giornale della Scuola Politecnica, pag. 43 iv 


Digitized by Google 



( 202 ) 

una curva reUiJicahilc (199) ^ e finterà Itmghezzia di 
otjni suo ramo eguaglia esattamente quattro diametri del 
eerohio generatore. (*) 

t 

XVIIL Curve piane riferite a coordinate 
polari. Spirali. 

i 

21 1. Le coordinate polaj'idì un punto M{Jig. Z'j ), condizio* 
nato a giacere in un dato piano, sono, com e nolo dalla geo- 
metria analitica , la distanza MP che il medesimo serba da 
un punto fisso P del piano, die dicesi polo, e l’ angolo 
MPo clic tal distanza forma con una retta pur fissa Po 
menata pel polo nel piano. La distanza 3 IP suol dirsi rag- 


(♦) Essendosi dello (ao 5 ) che la cicloide è suscetlibile di applica- 
zioni imporUuti, non crediamo mutile il darne una descrizione, grafica 
per punii , la quale è insieme facile ed esalla oltre il bisogno ordi- 
nario. Essa deriva dalla proprietà che l'arco LM eguaglia la rclla 
JVJ? (209) , ossia che 1 ’ arco DK , contalo dal verlicc della cicloide 
nel cerchio generatore descritto Sull'arce della medesima, è uguale 
alla retta KM, che a contare dall’altro estremo di tale arco si 
prolunga 'fino alla cicloide. Così essendo, se nella Jtg. dino- 
ti O.T. 2 .... .6 la metà del cerchio generatore della cicloide che si 
vuol descrivere , e'd il vertice di questa curva debba essere in o , 
avremo 1’ estremo 6' di -essa prendendo sulla tangente del semicerchio 
nel punto 6 la retta 6.6' lunga quanto la detta semicirconfereazai. Ora 
noi possiamo determinare il punto 6' con esattezza grandissima , -se non 
matematica , applicando la corda o.'s eguale al raggio , ed abbassata 
sopra di essa la perpendicolare dal centro, prolungando questa sino ad 
incontrare in m la tangente del semicerchio'in 0. Allora portando sulla 
tangente nul punto 6 la 6.n tripla del raggio , avremo nella distanza 
dei punti m cd n ima retta che differisce dalla semicirconferenza 
n.i-z.-.d meno di una dieoimilesima del raggio : come agevolmente 
si rileva confrontando il risultato numerico del calcolo della retta mn 
col noto valure 3 ,i 4 ib 9 .*> della semiciroohferenza di raggio i. Presa 
dunque la retta €.6' eguale alla distanza mn , basterà dividere in uno 
stesso numero di parli eguali essa retta o la semicirconferenza , o per 
i punti I ., a , 3 ,. . k di divisione di questa eondotte le parallele alla 
base , si porteranno su di esse a contare dai medesimi' punti le rette 
i.i', 2.2', 3 . 3 ',... eguali rispettivamente ad una, a due, a tre 
parti,... della retta: ed ■ punti i' , 2'^ 3 ',... apparterranno alla 
cicloide eoa approssimazione analoga a quella del punto 6'« 
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Ì nó vetlore del punto M ^ e serre come di sua ordinata , 
addore l’angolo MPo , o piuttosto l’arco op che lo misura 
sopra una circonferenza di raggio i , fa le veci di ascissa 
del medesimo punto ; ed è osservabile che queste nuove 
coordinate sono unite fra loro ad angolo retto, come le 
ordinarie. 

Supponendo che l’arco op si possa estendere da zero 
a , è chiaro che dovunque il punto M si trovi nel pia- 
no , la sua posizione è individuata da un arco, siccome op, 
contato sempre in un senso stabilito , per esempio quello 
indicato dalla freccia tt , e dal raggio vettore Pm che 
( prolungato se bisogna ) passa proprio per l’estremo p di 
tale arco, o vero che è diretto nel senso Pp. Nulla dunque 
è pili vero di questo , che in fatto di coordinate polari la 
posizione di qualunque punto isolatamente considerato, si 
può tenere definita' da valori sempre positivi dell’arco e del 
raggio vettore, compresi di più i primi fra zero e 2it. Ciò 
nondimeno , perchè una sola ed istessa equazione possa 
esprimere una curva qualunque , in tutta la estensione che 
le assegna la legge ond’ è generata , bisogna in generalo 
ammettere non solo per l’ arco , ma bensì pel raggio vet- 
tore tutti i valori possibili , non meno positivi che nega- 
tivi (*). Adunque chiamando a) ed r l’arco op ed il cor- 
rispondente raggio vettore PM ^ e riguardando come posi- 
tivi i loro valori quando procedono nei sensi paco fa espres- 
si , dovranno i valori negativi di a> contarsi da o in senso 
opposto alla freccia , c i valori negativi di r contarsi dal 
polo su i raggi direttamente opposti a quelli che passano 
per gli estremi dei corrispondenti valori di , o vero nel 
senso pP. 

212. Ciò posto , riguardando il raggio vetlore r rappre- 
sentato da jPM come funzione del corrispondente arco 
espresso da op , daremo a quest’ arco l’ aumento finito pp' 


(*) Il nostro Navier col signor Biot ed altri pensano che il raggio 
vettore possa tenersi come quantità sempre positiva ; ma noi abbiamo 
in ciò seguito 1* avviso dei signori Lacroiz , de Fourej ed altri , pa- 
rendoci lati da non ammetter replica le ragioni che quest’ ultimo ad- 
duco in contrario nelle sue egregie leùoni di geometria analitica , 
edizione , numeri 4^9 6 4 ^ 0 . 
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che al s«)lilo si dinoterà con , c descritto l'arco circo* 
lare Mm col centro e col raggio «ara tn31‘ ilcain* 
liiamento finito Ar del raggio vettore PM. Allora per la 
siiniglianza degli archi pp' ed Mm , sarà quest’ ultime 
espresso da rAaj , e cosi avremo 

, rA<» nrco Mm 

Ar M'm 

A misura che Aa> si avvicina a zero , le corde degli archi 
Mm cd MM' rotano simultaneamente intorno al punto M, 
avvicinandosi alle tangenti Md ed Mi dei medesimi archi , 
cd il triangolo mistilineo MmM' tende a divenire in pari 
tempo rettilineo , c rettangolo in m. Dunque passando al 
limile , avremo 

= col . iMó = lan . IM'X . 


Per esprimere con precisione H significato geometrico di 
questa forinola , c per non essere indotti in errore circa il 
silo della tangente quando si fa astrazione dal disegno della 
curva , chiameremo jìosiliva la parte Mi di essa tangente 
diretta, come la Md , nel senso A1M' delle s> positive, os- 
sia quella che forma con Md angolo acuto : e cosi potre- 
mo aflcnnarc che nelle curve rij'erUe a coordinate polari 


rd<o 


la forinola dinota la tangente trigonometrica delFan- 


golo, che la parte positiva della tangente alla curva nel 
punto {r , a) forma col prolungamento indefinito del cor- 
rispondente raggio vettore r. 

21 3. Dopo ciò considerando ancora la parte positiva Mn 
della normale alla curva , cioè quella che pur comprende 
con Md angolo acuto, supporremo condotti pel polo i raggi 
Pm' e Pn' paralleli e diretti secondo le parti positive della 
tangente e della normale ; e chiamando t e v gli archi om' 
ed on' contali dal punto o nel senso della relativa al 
punto M t avremo P equazioni 

tali ( T — a' ) = lan ( v — a' ) =- ^ , 
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dove y — d> esprìme pure T angolo nM's! che la pm-Ie posi- 
tiva della normale forma col prolungamento inddinilo del 
raggio vettore. 

ai4- Nelle curve riferite a coordinate polari , si chiamano 
sollangente c sunnormale le parti PT e PN della perpen- 
dicolare al raggio vettore PM , comprese tra il polo e la 
tangente o la normale. Dunque per le cose precedenti avre- 
mo subito , astrazion fatta dai segni , . . 

, e 

dr a» 

Queste formule , a causa di doa positivo (io) qual difleren- 
ziale della variabile indipendente , sono positive o pure ne- 
gative secondo che r cresce o decresce al crescere ai a» ; ma 
non per questo è incerto il loro sito sulla perpendicolare al 
raggio vettore , anche quando la curva non è delineata ; 
poi^è dalle cose già dette si 'può facilmente desumere che 
la direzione della sollangente vuol essere simile o contraria 
a quella della Mò secondo che sarà negativa o positiva , e 
che r opposto avrà luogo per la sunnormale : il che è ana- 
logo a quanto si osservò nel n.° i63 circa la sottangcnie c 
la sunnormale delle curve riferite a coordinate rettangolari. 

21 S. Quando una curva è riferita a coordinate polari , 
si prende per area di essa il settore APM compréso ira 
questa curva , un raggio vettore fisso PA, ed il raggio vet- 
tore mobile PM. Chiamando « questo settore e, per poco, v 
il corrispondente settore circolare BPM ■, possiamo conside- 
rare u qual funzione di v. Allora alla differenza finita 
MPm = A» di V corrisponde MPM' = A» , ma i settori 
circolari MPm ed M'Pm', tra i quali è sempre compreso 
MPM ' , hanno palesemente l’ unità per limite del loro rap- 

porlo ; dunque con più ragione il limite di — sarà i , ch’è 

quanto dire sarà ^ = i . Da un’altra parte considerando v 

come funzione di os , all’ aumento pp' = Ax di « si à per 

Ad il settore MPm = Mm. - PM=. - r^Aoj, e quindi il 

rapporto di Ao a A^, non che il suo limile, c costante-! 
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mente ^ > cioò a dire ~ = - r*. Dunque considerando u 

• 0(0 il 

come funzione di a , ayremo (24) 

du du do 1 . • j- j * . » 

■7- = ^.7- = -r, e qumdi du = - rds>. 

da dv da ^ ‘ a 

Questo diflerenziale dell’area essendo di sua natura posi> 
tiro , converrà premettergli il segno — , e scrivere 

ss — - r*</® , 

a 

J uando il sito del raggio vettore fisso PA è tale che l’area u 
ecrescc in aumentando o). (*) 


T 


(*) Tranne questa forinola , di cui non abbiamo la equivalente in 
coordinate rettangolari , le altre del presente articolo poteansi dedurre 
dalle relazioni esistenti fra queste coordinate e le polari ; e se noi ab- 
biamo preferito di trovarle direttamente , è stato per richiamare 1’ at- 
tenzione degli allievi sui principi del calcolo differenziale. Quindi sarà 
bene che in questa nota cerchiamo , viceversa, a desumere la formolo 
che esprime au in coordinate rettangolari da quella ottenuta in coor- 
dinate polari, sia per dare un esempio di tali trasformazioni, sia per- 
chè la medesima si presenta nella Meccanica. 

Presa la retta Po per asse delie x positive, ed il punto P per orì- 
gine , le relazioni tra le coordinale polari e le rettangolari sono pa- 
lesemente 


r cos ® =s a?., r sen ® := y . 

Quindi sommandone i quadrati , e dividendo la seconda per fa prima, 
so ne deducono l' altre due 

tj . y 

, e tan® , da cui ® s=arc.tan ^ : 

come altronde era chiaro per le proprietà del triangolo rettangolo. Ora 
in virtù del n." 35 abbiamo 



ady — ydx 


e però sostituendo questi valori di r* e d® nella espressione di du , 
avremo 

a a ' 


valendo il segno -4- o pure il segno ->■ , secondo che il settore APM 
cresce 0 diminuisce al crescerò dell'angolo xPM. 
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2i 6. Quanto all’ arco della curva, esteso da un qualud" 
que fìsso A al punto mobile M , c che noi seguiteremo ad 
esprimere con s, avendo già (212) osservato che il trian> 

f 'olo mistilineo MmM' tende a divenire in pari tempo retti- 
ineo e rettangolo a misura che i’ arco pp' = Aa impicco- 
lisce , potremo risguardarlo tale quando At» diviene dw. Ma 
allora son cateti ed ipotenusa di esso i valori rdas , efr , e 
fife, che prendono l’arco Mm = rA<u , la retta M'm = Ar , 
e r arco MM' = As ; dunque avremo 

ds=\?d^+d?, e ^ = 


Noi riguardiamo il radicale come una quantità assoluta 
o positiva. Quindi gli si dovrà premettere il segno — , 
scrivendo 

allorché , per la posizione del punto fisso A , l’arco s de- 
cresce in aumentando (V. 

217. Essendo facile il vedere che la curva è concava o 

F uro convessa verso il polo nel punto secondo che 

arco T cresce o pure decresce al crescere ai ® , si potrà 
conoscere , indipendentemente dal disegno di essa , quale 
dei due casi abbia luogo mediante il segno del coelBcienle 

dliTerenziale ^ , che dev’ essere positivo nel primo caso e 

negativo né. secondo. Ora per trovare questo coefficiente dif- 
ferenziale , partiremo dall’ equazione 

cot ( T — « ) = ^ ^ , che segue dall’altra fan (t — ®)= ^ , 


c che si accorda meglio colla ipotesi che r si riguarda come 
funzione di (b. 

Differenziando la detta equazione abbiamo ( 33 ) 


dr—(h 



da 


. dt , 

cui 3-=:i — sen 
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Ha la sletsa equazione ci dà per la Irigooometria 

I ir* 


8Ca* (t— ®)= : 

' ' cosec*(T— 

dunque 


. I dr* , , dr* * 

I -*• + 


r*+ 

db r* </r^ dv\r di' / 

dt*^ 


d^ 


, dr* dó 9 

»• +x: 


\r rf» / 


Tv-r 


o vero , elTenuando la diOerenziaztone indicata , 

d*r 

• 


rfr 

</» 


. dt* •■ d*r 
r + 2 -T r-^ 

' Aon* 




e percii Az curva sarà concava o convessa verso il polo 
nel punto (r , ® ) , secondo che 

_ , dr* , . .... d'r 

r + 2.J-; sara maggiore o minore di 

218. Dopo ciò, osscrraodo che dr misura qui, del pari 
che esprinieva nel n.® 192 , la difierenza inOnilesima degli 
angoli che due' tangenti successive della curva formano con 
una medesima retta Po, cioè a dire l’angolo esterno tra esse 
compreso, e che dicesi angolo del contatto o di curvatura , 
potremo desumere l’espressione del l'aggio di curvatura in 
coordinate polari da quella di p che ivi si rinvenne \a ds a dr. 
Infatti, dividendo r un per l’altro i valori dianzi trovali 


di dr 


abbiamo subito 



Questa espressione del raggio di curvatura basta a deler* 
minare il centro del cerchio osculatore , che deve trovar* 
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si (i83) nella normale e dalla parte concava della curva , 
perchè la direzione della normale , ed il senso vereo cui è 
rivolta la concavità sono due cose note in virtù dei numeri 
2 i3 , e 217. Quinci si potrebbe fare astrazione dal doppio 
segno , che presenta la medesima espressione a motivo del 
radicale ond e affetta ^ ma se per fissare le idee questo ra- 
dicale voglia riguardarsi come positivo , allora , per ciò che 
abbiamo dello nel numero precedente, il raggio di curvatura 
risulterà e sarà tdnulo positivo o negativo , secondo che 
la concavità della curva è rivolta verso il polo o in senso 
contrario. 

Spirali^ ^ 

219. È questo il nome con die i geometri sogliono in- 
dicare le curve capaci di essere incontrale infinito volle da 
ciascuna delle rette menate per un punto fisso , ed una o 
due volle da ciascuna delle circonferenze aventi per centro 
quel punto. La loro natura e proprietà si esprimono meglio 
in coordinate polari che rettilinee, assumendo il punto fisso 
.per polo. Gli archi frapposti a due intersezioni sucTessive 
della curva con uno stesso raggio vettore prendono il nome di 
spire, e diconsi della spirale su questo raggio vettore, le 
parti di esso comprese tra le delle intersezioni successive. 

La spirale di Archimede à per equazione 

r = a/» y 

dove a esprime una retta data e positiva. Quindi la cun.r 
passa pel polo {Hg. 38), e se ne discosla a misura che 
cresce as , facendo intorno ad esso infinite rivoluzioni ; e 
siccome i vak>ri successivi di r sono proporzionali ai corri- 
spondenti valori di (33, si rende chiaro che la curva può 
concepirsi generata da un punto mobile, che a partire dal 
polo move uBtformemente lungo una retta indefinita , l'ral- 
lanto che questa retta con moto bensì uniforme rota intorno 
ai medesimo polo. In questa maniera di generazione il pa- 
rametro a espiimc il cammino fatto dal punto mobile, intanto 
che la retta votante descrive l’angolo misurato da un arco 
eguale al raggio i , ossia di gradi e minuti sessagesimali ii'j° iS' 
circa. Cambiando a successivamente in (S -f 2 tt , tr 4- 4ir , 
03 "l" 6ir , ec. i valori successivi clic prende ?• dilferiscoiio 
sempre tra loro di : donde apparisce die il passo di 
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(jucsia spirale su nualnanuc retta menata pel polo ò una 
<|uanlil:\ cosUinto, ed eguale alla circonferenza clic A per rag- 
gio il parametro. Quindi ponendo 2TC — yl ^ T equazione 
della curva diverrà 

^ A 

r = — ® , o vero 2'Trr = jìoù , 

a»* ' 

introdpccndovi il passo in luogo der parametro. (*) 

L’equazione r=a<s, o pure 2irr della curva esprìme 

ancora il ramo , che nella figura è delineato a tratti , e che 
si oUicne prendendo valori negativi per a> , e portando quelli 
parimente negativi che ne risultano j)cr r sopra i prolunga- 
menti dei raggi menali per gli estremi dei delti valori di ® 
dall’ altra parte del polo (211). 

220. L’equazione difTerenziale di questa curva essendo 
(ly z=.adi» , abbiamo subito per la sottangcntg di essa 


r*iA) r'dv r* ra® 



donde apparisce che questa soUangenla h lunga quanto un 
arco circolare simile ad e di raggio r. Adunque la tan- 
gente della curva nel jxilo è il raggio Po corrispondente 
alla orìgine delle aa , e per rapporto ad un punto qualun- 
que jìl , tagliando sulla perpendicolare indefiuiL't al raggio 
vettore P3I dal polo , la retta PT eguale in lunghezza al- 
l’arco OM , sarà TM la Umgenfe delia spirale iu M. 

Se la soverchia lunghezza dell’ arco rendo incomod.a 
questa costruzione , si rettificherà soltanto una parte JUm di 
queir arco, 0 congiunta la OTjP, che incontra la spirale in «, 
SI taglierà sulla Uingentc in q al cerchio, di raggio Pn la 


(*) Dnir essere in questa curva ( la quale si presenta in alcune ri- 
cerche iiiqwrtnnti di f;eoinetria descrittiva ) i raggi vettori proporzionali 
agli nrcli! corrispondi nti , si desume che a descriverla per punti ha- 
sUi dividere, in uno slesso numero n di parti eguali il passo , ed una 
qiialuiii|nc circoiirercnza avente per centro il polo. Allora portando su 
i raggi menati per le divisioni i , 2 , 5 , ec. della circonrereiizn , 
158 ) una parte , due parti , tre , ce. del passo, il polo e i punii 
cosi trovati apparterranno alla prima spira della curva; ottenuta la quale, 
se ne dcdurra.nno poi la seconda, la terza, cc. con accrescere , soui- 
pliccinuiitc i ruggì vettori della priuia di un passo, di due passi , cc. 
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retta qt lunga quanto la dotta parte , e sarA 3It la ridi le- 
sta tangente : come fadlmcnle si desume dall’ essere i raggi 
vettori Pti e PM iiroporziouali agli archi Om ed 031. (*) 
221 . La curva che A per equazione 

ra) = o , o che torna lo stesso , r = - . 

> 

dove a esprime una retta data e positiva., ò detta spiralo 
iperbolica, per la simigliauza della sua equazione a quella 
deir iperbole riferita agli asintoti. Tn questa h costante il 
rettangolo delle coordinate, e nell’ altra e costante ed eguale 
ad a la lunghezza dell’ arco circolare 3IN 3g ) , che 
avendo per centro il polo, e per raggio un qualunque rag- 
gio vettore r=PM, esimile alla corrispondente ascissa cir- 
colare ù3 = op. Quindi a misura che cresce r, ossia chea» 
impiccolisce , il detto arco 3IN tcndcrA a cambiarsi in una 
i*ctla eguale ad a e perpendicolare a Po , e la curva si an- 
drà avvicinando, ossia avrà per asintoto la retta ulS paral- 
lela a Po , e distante da questa per a- D’altra parte cre- 
scendo 03, impiccolisce r ) onde la curva avvicinasi al polo, 
intorno al quale forma infìuite rivoluzioni o spire. Noiuli- 
ineno essa non lo raggiunge , pcrcbìj ad ottenere die fos- 
se r=o, bisognerebbe '»dare alrarco r un valore iniiliito. 

Anche questa spirale si può riguardare ( come quella di 
Archimede ) formata di due rami che tendono a congiun- 
gersi Tulio all’altro nel polo, e il secondo dei quali cor- 
risponde ai valori negativi di ai ed r. 


(*) Quanto ad cIToltuarc approssimativamente la retlilicazioiio sia 
dell’arco MO sia dell’arco 3Jm , vi si riesce con csnlle?za supcriore 
all’ordinaria perchè i medesimi sono circolari, e quindi colla semplice 
loro bisezione, successivamente ripetuta, si arriva tosto o tardi ad una 
loro aliquota, piccola quanto basta per esser tenuta rettilinea, lligiiardo 
poi ai punti 1 , a, 3, ec. della curva, che sono serviti (coni’ è detto 
nella nota precedente ) alla di lei graCca descrizione , non è ditTieilc 
il diiiiuslrare che convertila in retta la circonferenza aveulc p(»r raggio 
il passo ( giovandosi della nota del u.° ì 2 io ) , c presa di tal retta la 

parte indicata dalla fi‘azionc L ^ )c sottangcnli ndative ai punti i , a , 

3 , ec. della spirale contengono i , Di uc. di Uili parti. 
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222. Con somma faciltà si applica la tangente a questa 
curva in un suo punto qualunque, poiché la sottangenie 
della curva è costante^ Infatti differenziandone l’ equazio- 
ne si h 

rdao -f- a>dr = o , donde — = — ra> = — a. (*) 

ar , ' ' 

223 . La spirale logariimica , curva notevolissima le cui 
proprietà sono state studiale da Giacomo Bernouilli , à per 
equazione numerica 

® = log. r, 0 pure v=.ct, o in fine r , 

dove a esprime la base del sistema dei logaritmi notati nella 
prima forma di equazione, e si suppone maggiore deH’uni là. 
il valore Po di (^. 4 o ) che corrisponde ad a.'=o, è uguale 
nir unità: e cosi o è un punto della curva. Crescendo poi 
a? positivamente a partir da zero, cresce bensì r, e perciò 


(•) A descrivere questa curva per punti basta Irovome anche un solo 
mediante 1 ’ ascissa e il raggio vettore corrispondente , poiché allora ad 
altre ascisse maggiori o minori della prima in un rapporto che le ren- 
da gcomctricaineiite assegnabili, corrisponderanno in rapporto inverso 
r.iggi vettori minori o maggiori di quello da prima trovalo. Ora il detto 
punto esser potrebbe quello pel quale ®= i =57“ j8', ed r=o; o forse 

meglio, quello per cui « = «• , ed r — ~, jWlla clic si costruisce rettifi- 
cando {noia del n.“ aia ) una semicirconferenza qualunque, e poi 
trovando una quarta proporzionalo in ordine a questa semicirconferenza, 
al cnrrispomlcnlc raggio , c ad a. 

Del resto, trovato che siasi un punto della spirale iperbolica, e 
quindi la taugeiitc clic gli corrisponde, si può anche più speditamente 
(bciichc con minore esattezza) dedurne a mano a mano la curva, mettendo 
a profitto la proprietà di avere la sollangenle costante. In fatti, rlguar- 
d.^ndo come elemento della curva un piccolo tratto della tangente preso 
dall’ ima o dall’ altra parlo del coniiillo , si può far conto di avere 
nell’ altro estremo di esso tratto un secondo punto della curva. Dunque 
in simil modo si troverà la tangente che corrisponde a questo secondo 
punto; ed un piccolo trailo dì essa , preso dal contatto, fornirà un se- 
condo elemento della curva , e cosi via-via. Questa maniera di costru- 
zione , di cui ordin.ariamenle si può essere suddisfatlo , vale , cnm’ è 
chiaro , per tulle le curve alle quali si può applicare con faciltà la 
laii^cntc ; e sarebbe proprip la stessa nelia logaritmica, che à pure la 
soltangenic costante (170). 1 
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la corra a partire da o forma intorno al polo una infìnilA 
di rivoluzioni sempre più allontanandosi da quel punto. Pct' 
contrario, quando ® cresce negativamente a partire da zero, 
r diminuisce di più in più , e quindi la curva forma egual- 
mente , partendo da o ed avvicinandosi progressivamente al 
polo , infinite rivoluzioni intorno a questo punto cui mai 
non raggiunge. 

224. L’equazione 



/K£i\ «ù* , la.<o d*r ,, ,, /a.»' 

dà(58), -=/a.e = 


Quindi il valore di tan(T— -05), trovato nel n.® 2 i 3 , darà 
per la tangente trigonometrica dell’angolo conapreso tra la 
tangeute della curva ed il raggio vettore , 


, , V rdx> I 

lan(T-«) = — = 


donde apparisce clic nella spirale loffaritmica t angolo 
compreso dal raggio vettore e dalla curva c costante , 
ed à |)er tangente trigonometrica il modulo (112) dei loga- 
ritmi dei raggi vettori , denotati dalle ascisse della curva. (*) 


220. La sostituzione dei valori dir. 


</» 


e 


d*r 

dx* 


nell’espres- 


sioiic di p trovala nel n.“ 218, ci dà 




di ^ — = rV I +.(/«)* = >• cosce ( t- a') , 


r -j- 2 -7-— — r , 
d-v^ dx* 


I 


{*) Da quanto è delio !n fine della noia precedente si terrà facilis- 
sima la maniera di dedurre gli elementi successivi della spirale loga- 
ritmica dalla tangente di essa in o. Nondimeno , per averne dei punti 
meglio determinati basterà trovar quello clic corrisponde ad r=a, 
ed <»= i : poiché allora, in virtù dell’ equasione r = a® , ai Valori 
a, 3, 4, ec. di a>, corrisponderanno valori di r continuamente propor- 
xionalì in ordine a Po o PA=a\ ed ai valori— -i , — 2 , — 3 , ec. 
di ®, corrisponderanno valori di r continuamente proporrionali in or- 
dine a PA e Po. 
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per essere 

tan (t — ®), donde ìa=col (r — »),e y i +(/a)*=cosec(T— ®). 

Ma conduccndo per M c P ìe perpendicolari alla tangente 
ed al raggio vettore sino ad incontrarsi in f*, è pure 

Jfifjt- = PMscc.PJlfÀ = r cosec ( t — ao ) , 

dunque il raggio di curvaiura jffy della spirale logarit- 
mica è quanto la normale di questa curva in M. 

226. Quanto alla evoluta della spirale , osservando che pi 
nc dinota un punto, c die in questo debb’ essere toccata 
da Jl(* (196), se nc deduce bentosto che V evoluta della 
spirale logaritmica è nn altra spirale loqarihnica eguale 
alla prima e diversamente posta. In fatti si vede che l’an- 
golo PjjL 3 I compreso tra l’evoluta ed il suo raggio vettore P(Jì 
è uguale all’angolo PMr , c però costante al pari di que- 
sto : ciò che caratterizza la spirale logaritmica (*). 

XIX. Punti singolari delle curve piane. 

22’j. Ordinariamente diconsi punti singolari di una curva 
quelli che presentano qualche sensibile particolarità , sia ri- 
guardo alla forma o natura della curva , sia riguardo alla 
sua posizione per rapporto agli assi coordinali. 

L’ordinata di una curva in un punto non singolare a}>- 
partienc ad un ramo solo di essa ( esprimibile se non espresso 
nel fatto da una funziono individuata di a: ) , ed è maggiore 
di quello che immediatameiile la precedono , c minore di 
quelle che immediatamente la seguono, o viceversa. Lo stesso 


(*) Cbiamniulo li cd le coordìnnlc polari o /V del punto (< , 
ò rucilissimn esprimere « cd r in Li cd li , perchè <t> c<l il diircriscono 
di un {{iindranlc , ed nhhiaino la forinola che dinota TV. It.islcrà dui - 
(|iio sosliluirc tali espressioni di ® ed r nell’ equazione della spirale pro- 
posta per aver l' cipiaziuno della sua evoluta, lu quale equnziuue si 
può scrivere agevolmente sotto forma tale da rendere iiianil'eslu , elio 
questa evoluta è la stessa spiralo, nella posizione clic assume rotando 
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à luc^o in quanto alla inclinazione delia curva ad uoa retta 
Ossa, che supporremo essere l’asse delle a:, e in quanto 
alla sua curvatura. Dunque 

1. ° cercando i massimi c i minimi valori dell’ ordina- 
ta {i'Ò 2 ), si avranno i così detti punti //mi/;' della curva nel 
senso dell’asse delle y, i quali nell’ordinaria posizione di 
quest’ asse dinotano i punti di massima o minima altezza. 
E similmente , cercando i massimi c minimi valori della x 
considerata come funzione della y , si avrebbero i punti li- 
mili della curva nel senso delle ar, e clic potrebbero dirsi 
punti di massima o mmima ampiezza. Così per cscmjiio, 
il punto (d,^) della curva espressa dall’ equazione 

y — b = c{x — aY‘, (i) 

è un limite di essa nel senso delle y quando rcsponontc m 
b un numero positivo pari , o di numeratore pari. Esso cor- 
risponde al punto 0 delle flg. i3 e lìi. 

2 . “ cercando i massimi c minimi Valori del coellicicnte 


dilTcrenziale di primo ordine ^ , 


si ottengono i punti dove 


la curva à la massima o la minima inclinazione all’ asse 
delle X j c che vanno sotto il nome di punti d’ injlessione^ 
o di flesso contrario, perebe in essi la curva piega realmente 
in senso contrario ed intersega la propria tanyenle. 11 punto 
(rt,A) dell’ equazione (i) appartiene a questa specie, ed 6 
analogo all’ origine delle coordinate delle fig. i4- e i6, quando 
r esponente positivo m è un numero dispari, o di numera- 
tore c denominatore dispari. E ne abbiamo un altro esempio 
nei punti M {flg. zt ) della curva considerala nel n.“ 65. 

3.® finalmente cercando i massimi c i minimi del raggio 
del cerchio osculatore , si ottengono i punti dove la curva- 
tura è la meno o la più risentila. Questi nelle curvo alge- 
briche soglion dirsi vertici, c gcnèralmente le normali ap- 
plicale in essi dividono la curva in parli eguali c simili , 
e sono le rette che d’ ordinario diconsi assi delle curve ; 
ma ciò non sempre accade nelle curvo trascendenti , come 
benloslo vedremo in un esempio. (*) Chiamando per bic\ ila /j,y 


(*) I punii dove la ciirvnlur.n è in grado di massimo o di miiiiinu 
ordinario , senza che ta nurniale sia un asse polrebbcro <liisi umbilici, 
il motivo elle il dilTcrcuziale del raggio di curvatura è in essi nullo , 
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r,s , i coefficicnli dincrenzlnli di primo, di secondo, di terzo' 
c di quarto ordine dell’ ordinata , la formola del raggio di 
curvatura (i8o) diviene 

(i 

P- y ' • 

e quindi l’equazione da combinare con quella della curva per 
la ricerca dei massimi e minimi ordinari di quel raggio può 
essere ugualmente 

3/3y“ — ( I +/)*)r = o, o pure oo; (A) 

ma nel caso (più ovvio) della prima, il segno del coelBeiente 
(lilTerenziale di secondo ordine di p , da cui dipende (i3i) la 
distinzione del massimo dal minimo , torna lo stesso che H 
seguo di 

q(;òq'-\-ipr)—{i-^p')s, o di (i +/?•)*-?( 3 / -f-4jor), 

secondo che quello di y è il + , o il — . 

228. È chiaro per altro dalla stessa forma di p che quando 
il valore di p è finito , un valore infinito di q dà per p 
un valor nullo , c quindi annunzia una curvatura v fini- 
ta -, ed un valore nullo di somministra un valore iniìnilo 
di p , e quindi è indizio di una curvatura nulla. Quando 
|)oi sono infiniti nel tempo stesso p c q , il valore di p si 
presenta da prima come indeterminato, ma in generale può 
dclcrminai’si per la regola data nel n.” 100. 

Prendiamo ad esempio la logaritmica espressa dall’equa- 
zione y = loga:, e rappresentata dalla fig. ig. Avremo 

m m im 6m 

dove rn esprime per brevità il modulo del sistema. Quindi sarà 

( m» -(- )v 


c però la c'iirvalura può tenersi costante nella estensione di un arco 
mliiitno proso da ambe le |>nrli di essi : proprietà nlTallo simile a quella 
ili che godono gli umbilici delle supcrCcie curve , come a suo luogo 
vedriMno. 
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astrazioni fatta dal segno ; ed eguagliando a zero il coeffi- 
ciente differenziale di questa formola , cavato da essa imme- 
diatamente o pure colla prima dell’ equazioni (A) , avremo 


X = ^=. Questo valore di x corrisponde ad un minimo di 


p , perchè la seconda delle formole precedenti , alia quale 
si dee ricorrere nel caso nostro ( ammeno che non si voglia 
far capo direttamente dal coefficiente differenziale di secondo 
ordine dì p \ diviene positiva colla sostituzione dei notati va- 
lori di p,q,r,s. 

La seconda dell’ equazioni (A) ci dà nell’ esempio attuale 
x — o,e quindi p = oo ; ma questo non è un massimo 
propriamente detto. È chiaro peraltro che si riferisce al punto 
infìnilamente lontano, dove la curva coincide colPasintoto ( 63 ), 
e dove in conseguenza à come questo nna curvatura nulla. 

229. È anche singolare un punto di una curva 

1. ° quando le coordinale di esso rendono soddisfatta 
r equazione della curva, senza che alcun ramo di questa passi 
per quel punto , il quale dicesi per ciò punto isolato : e 
tale per esempio è l’origine delle coordinate nella curva 
espressa dall’equazione ay* = x* {x — b) -, fig. 4i- 

2. ® quando per l’opposto due o più rami della curva 
passano per quel punto , sia intersegandosi fra loro , sia toc- 
candosi. 11 punto m quistione dicesi allora multiplo o mol- 
iipìice , e in particolare chiamasi doppio {Jìg. 29 ), triplo 
ip 9 - 4-2 ) j quadruplo , ec. secondo il numero dei rami che 
8^ intersegano o si toccano senza quivi arrestarsi; ma quando 
i rami sono due soli e si toccano, senza però prolungarsi da 
tutte due le parti del contatto , il punto dicesi di regresso^ 
e propriamente di prima specie se prendono in mezzo la 
tangente comune ( ‘fìg. 32 , 33 , 34 - , 35 ) , e di seconda 
specie se giacciono da un lato stesso di questa tangente 

(fg- 4 - 3 ). 

Nelle curve algebriche è un carattere comune di tutti que- 
sti punti singolari, che supponendo intera e razionale l'equa- 
zione f{T.y) = o delle curve, le coordinate di tali punti deb- 
bono verificare l’ equazioni 


dx 


o, e 



28 
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Difalli . supponendo da prima che M {Jig. 4i e 4-3) sia un 
punto isolato, o di regresso, è visibile che per esso possono 
condursi infinite rette, tali che nelle vicinanze del punto, ed 
almeno da una parte di ciascuna retta , non v’ nhhia punti 
della curva proposta. Ora supponendo che PMQ sia una 
qualunque di tali rette , è facile provare che la funzione f{T,y) 
per tulli i punti come P e Q di questa , vicinissimi ed in 
parti opposte di M , deve prendere valoii efletlivi e di un 
medesimo segno. Difalli, supponendo uniti i punti P e Q 
con una curva algebrica e continua PmQ, la quale nè con- 
tenga il punto M nè incontri la curva proposta , e consi- 
derando i valori della funzione per tulli i punti di questa 
nuova curva , i due che corrispondono a P e Q non po- 
trebbero avere segni opposti senza esser nullo alcuno dei valori 
intermedi : ciò nasce da che la funzione si è supposta essere 
intera e razionale , e quindi è lecito supporre che si muli in 
una funzione anche intera e razionale della sola x o della 
sola y mediante 1’ equazione della curva PmQ, che può 
supporsi essere di natura parabolica , aflinchè y sia una 
funzione intera e razionale di a: , o viceversa. Ma per ipotesi 
la funzione f {x ,y) non è nulla che per la curva propo- 
sta e pel punto M -, dunque avrà valori di segni simili pei 
punti P e Q. 

Così essendo , possiamo avere in conto di un massimo o 
di un minimo il valor nullo che la funzione f{x,y) assume 
in M , paragonato a quelli che assume negli altri punti vi- 
cinissimi ad M e presi nella stessa retta PQ , la cui posi- 
zione è d’altronde indeterminata; eh’ è quanto dire, le coor- 
dinate del punto M debbono ad un tempo rendere la fun- 
zione f{x,y) un massimo o pure un minimo, e soddisfare 
l’equazione y = ax-\-b, dove a e b sono costanti ma in- 
determinate. Dunque sussisteranno insieme (i43) l’ equazioni 


~/-dx-\- ^c/f/ = o, e dy=adx, 
dx dì^ 

dalle quali risulLi 




e dovendo a rimanere indeterminala del pari che la retta 
PMQ , dovranno essere parlilamente 
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Jy 


0 . 


0 


(*) Essendosi dello nella noia del n." i3i che una funzione può di- 
yeuire un massimo, od un minimo senza esser nullo il suo coeffi ionie 
differenziale , la conseguenza per noi qui dedoUa non è necessuriamenle 
vera se non perchè la funzione f\x,y) essendo inlera e razionale , lali 
ancor sono i di lei coeiBcienli parziali, onde l’ ordinata e questi coolB- 
denti SODO continui nelle vicinanze del punto M. Non recherà dunque 
maraviglia il vedere che questi medesitiii coeflicienli non sono altrimenle 
nulli pel punto (;r=o,y=o) delle curve espresse per l’ equazioni 

y — ar log a; = o , y — ar are . tan - = o , 

e rappresentate nelle ^y. 44 ^ 4^ i sebbene per lai punto si possano 
condurre infinite rette condizionate come la PMQ delle 4 > ® 4'^- 
Difatti nella prima non è continua l'ordinata y = a* log a?, che di reale 
diviene immaginaria passando la x dallo stato positivo al negativo ; e 
non lo è nella seconda il coefficiente parziale 


if _ X 
dx i-l-jr» 


I 

arc.lnn — , 

X 


il quale diviene o pure — ^ nel limite x = o , secondo che Tascis- 


sa X converge verso lo zero diminuendo in senso positivo o pure in 
senso negativo. Nel primo caso il punto M {Jig 44 ) j dove la curva 
avendo un ramo solo si arresta ad un tratto , diccsi punto di arresto 
o di rottura ; e nel secondo {Jig. 4^ ) si dice punto tagliente per la 
forma che la curva affetta in esso. 

Del resto la singolarità che più sorprende , e che sembra avere del 
paradosso è quella dei punti dove la posizione della tangente è inde- 
terminala : come , a ragion di esempio , si verifica per la origine della 
coordinale nella curva espressa per 1’ equazione 

I 

11 —x sen 

X 

Nondimeno riflettendo che il sito di un altro punto infinitamente virino 
alla origine è parimente indeterminato ( perchè ad ottenerlo converrebbe 
supporre infinitesimo il valore di x , ed allora divenendo infinim l’areo 
risulterebbe indeterminalo il suo seno) non reclurà maraviglia che sia 
pure indelrrminala la posizione della retta che unirebbe i due punti , 
ossia la tangente nel punto stesso di origine. 

Questi punti singolari delle curve trascendenti non possono determi- 
narsi che mediante una discussione speciale, ed appropriata alla natura 
delle funzioni trascendenti che entrano nelle loro equazioni. 
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Sia ora M {Jig. 29 , 4 ^ ) un qualsivoglia punto multiplo. 


Il coefficiente diiTerenziale avrà per le coordinate di esso 


diversi valori , siccome la curva avrà diverse tangenti relative 
ai rami che ivi s’incontrano; e se anche questi diversi rami 
siano fra foro in contatto di primo ordine , sarà lo stesso 

il valore di ^ ma non quello di ^ , del pari che sareb- 
he lo stesso il valore di ^ ma non quello di ^ , se il 


contatto fosse di secondo ordine , e così di seguito. Ma es- 
sendo razionale , per ipotesi , l’ equazione 

f(x,y) = o, 

le derivate successive di essa 


^ I 

dx dy dx 


O, 


(0 


. „£S_^y V à — o 

dx* dxdy dx dy* dx* dy dx* ' 

dx^ dx*dy dx dxdy* dx* dy^ dx^ 

dxdy dx* dy* dx dx^ dy dx^ 
saranno bensì razionali, e quindi non potranno dare che un 



sol valore per o per^, o per^ , ec: dunque bisogna 
ammettere che le coordinate del punto M, dove s’incontrano 
più rami distinti, rendano — =0, e quindi anche -^=o, 
acciò non ripugni che s’abbiano più valori distinti per 


il 

dx ’ 


d*u 


d^y 


ec. 


Digilized by Google 



( 221 ) 

23 o. Dopo ciò è chiaro che la ricerca dei punti isolati , 
o di regresso , o nioltiplici deve cominciarsi risolvendo due 
qualunque delle tre equazioni 


y(x,y) = o,g=o.|'=o, 


(A) 


e verificando prima di andar oltre se i valori così ottenuti 
per X ey, che noi denoteremo con a e ò, rendano soddisfatta 
la terza equazione. Allora supponendo ridotta l’equazione 
della curva alia forma y=: F{x) , possiamo affermare 
I. Che il punto ( a , ò ) è isolato quando F {a — A ) , e 
F(a-^h) sono immaginarie da A = o sino ad un altro 
valore qualunque, e poi tutte due od una sola tornano reali. 
Ciò d’ ordinario si rende palese da che l’ equazione 


dx* dxdy dx 


' dy* dx* ° 


cui si riduce la derivata di secondo ordine , dà valori im*. 
maginan per ^ 


— ; ma è chiaro che potrebbero in vece es- 


sere immaginari i valori di ~ , o di altro coefficiente dif- 


ferenziale consecutivo. Possono servire di esempio le curve 
indicale dall’ equazioni 

ay' — x^ -f bx'=:o, {Jiy. 4i ) ; y* — x^{x— 1 ) = o, 

nelle quali è un punto isolato l’origine delle coordinate (*). 

II. Che quando il punto (a,ò) è un regresso di prima 
specie , si verificano ad un tempo queste circostanze : i le 
espressioni F {a — A) e F {a -j- h) prendono ciascuna un 


(*) I punti isolati delle curve algebriche sono anche detti cotijuyali, 
da che se ne può attribuire la origine allo svanimento della parte im- 
maginaria in due espressioni immaginarie_e conjugate di y in x. Difatti 
supponendo essere y a» (y (j) -t- 1. fa;). [/ — i queste due espressioni, e 
chiamando • una delle radici reali dell’equazione 4-(ar) = o, è chiaro 
che il punto che à per coordinate « e «p («) apparterrà alia mrva in 
quanto a verificarne l' equazione , senza però giacere sul di lei perimetro. 
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valor reale , come nei punti v e v' della fig. 32 ; o pure 
una è immaginaria e r altra duplice reale , come nei pon- 
ti /x e fx' delle figure 33 e 34; 2 .° il coefficiente differenziale 
di primo ordine à almeno due valori reali ed eguali^ onde 
se sussiste l’ equazione ( 2 ) die li determina , dovrà essere 
soddisfatta quest’ altra 


/ d’‘S Y_ 

\ didy ) dx^ dy'^ ’ 


(B) 


che segue necessariamente da tale eguaglianza ; 3.° il coef- 
ficiente differenziale di secondo ordine , il quale per le dette 
due ordinate reali à segni simili o contrari (55) secondo che 
si verifica 1’ uno o l’ altro dei notati casi , è poi in gene- 
rale infinito, e qualche volta zero nel punto (a, Di- 
fatti osservando 46) che per ogni ascissa pochissimo 

differente da a, talora in più talora io meno, il coefficiente 
differenziale di primo ordine à due valori , uno poco mag- 
giore e r altro poco minore di qudlo che à nel punto (a , ò), 
si arguisco facilmente che una curva la quale per le ascisse 
medesime della proposta avesse come ordinate 1 valori del 
coefficiente differenziale di questa , presenterebbe nel punto 
di ascissa a la sua tangente perpendicolare all’ asse delle x 
come nella 4y > ammeno che questo punto non fosse per 
ac identc esso medesimo un regresso di prima specie con tan- 
gente parallela all’asse delle x. Dunque il coefficiente diffe- 
renziale di secondo ordine , il quale esprime la tangente tri- 
gonometrica della inclinazione della nuova curva in quel 
punto all’asse delle x, in generale sarà infinito, ed acci- 
dentalmente potrà esser nullo. 

Noteremo come esempi l’ equazioni 


' +a-)*=4(i*— a^)S 

e si ritroverà facilmente che le curve indicale da esse hanno 
per punti di regresso di prima specie quelli di cui sono 
coormnate a , » -f- (3 ; ed i , — 1 . 

III. Che quando il punto {a ,b) è un regresso di seconda 
specie, hanno luogo queste circostanze: i.® una delle espres- 
sioni F {a — h) , F{a h) c immaginaria, c l’altra du- 
plice reale ; 2 .® ii coefficiente differenziale di primo ordine 
à pure , come dianzi , due valori eguali , e con ciò sussiste 
l’equazione (B). Ma siccome nella nuova curva teste inoti- 
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vaia, il punto che corrisponde al regresso può risultare esso 
medesimo un regresso di prima o di seconda specie , cosi 
non saprebbesi assegnare di una maniera generale quale or- 
dine di coefficiente differenziale debba essere necessariamente 
nullo o inQnito; e bisogna contentarsi di notare che il coeffi- 
cieute differenziale di secondo ordine deve prendere valori 
di un medesimo segno per le due ordinate reali su men- 
zionale. 

Cosi nella curva espressa per l’equazione 
• {y — I — x' f 


e rappresentala dalla Gg. 43 , si trova per punto di regresso 
di seconda specie quello che à per coordinate x=o, ed y=i. 

IV. In Gne, che per un punto doppio propriamente detto, 
i.° i valori reali del coeQìcieule differenziale di primo ordine 
sono almeno due, e perciò restano generalmente determinati 
mediante l’equazione ( 2 ) ; 2 ." per valori almeno piccolissimi 
di h corrispondono ordinale reali alle ascisse a-\-neà a — 4, 
o pure corrispondono ascisse reali alle ordinate 4-|- 4, e b — 4. 

Similmente per un punto triplo i.° i valori reali del primo 
coefficiente diuerenziale sono almeno tre , ond’ è che in ge- 
nerale restano soddisfatte anche l’ equazioni 




dx^ ^ dxdfj 
e serve a determinarli la terza derivata 




= o, 


(C) 

che si riduce alla 


seguente equazione di terzo grado per rapporto à ~ : 

djf _ 

dx^dy dx dxdij* dx^ dyi dx^ ^ ^ 

la quale non deve avere una radice reale e due immagina- 
rie ; 2 .“ devesi anche veriGeare la seconda condizione dei 
punti doppi. 

Allo stesso modo si renderebbero manifeste le condizioni 
che debbonsi veriGeare nel caso di un punto quadruplo o 
di un ordine più alto di moltiplicità. ’ 

Qui è bene osservare che quando nella ricerca delle 
quattro specie di punti singolari considerati in questo nu- 
mero, si opera immediatamente sull’ equazioni dello curve 
anzi che ricorrere alle formole su notate , si potrà ia "ene- 
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rate nelle diflerenziazioni successive alla prima riguardare 
ugualmente come costanti dx e d\/t per così risparmiarsi la 
pena di scrivere i termini moltiplicali per d*^,d^y , ec. che 
poscia converrebbe sopprimere in virtù dell equazioni comu- 
ni ai detti punti singolari. 

23i . In (ine , riassumendo il tutto , si otterranno le co- 
ordinate dei punti singolari delle curve , cercando in quali 
casi i coefficienti diflerenziali divengono nulli, o infiniti, o 

della forma indeterminata . Ma per assegnare dopo ciò la 

specie del punto , converrà , generalmente parlando , esami- 
nare quanti rami della curva s’ incontrano in esso , ed il 
senso nel quale ciascuno volge la sua concavità. Quésto im- 
porta che si trovino t valori reali dei coefficienti differen- 
ziali del primo e del secondo ordine : gli uni sono determi- 
nali per la prima equazione derivata che sussiste dopo quella 
di primo ordine , e trovati essi restano poscia determinali 
gli altri dalla prima delle susseguenti derivate che pur sus- 
siste nel sostituirvi i valori n e 6 delle coordinate , e quelli 
dei coefficienti di primo ordine fattisi già noti. E supponen- 
do esser m il numero dei primi , ed n quello dei secondi , 
il minore di questi numeri esprimerà quanti rami della curva 
possono incontrarsi nel punto {a , 6). L’ imbarazzo che po- 
trebbe cagionare l’essere infiniti uno o più valori del primo 
coefficiente differenziale , si può eludere cambiando la di- 
reziono degli assi coordinati ; ma in quanto alla discussione 
dei valori di F { a±à) nessun vantaggio polrebbesi trarre 
dalla serie di Taylor , la quale pei valori di x corrispon- 
denti ai punti singolari è ordinariamente in difetto. 

Togliendo ad esempi le curve espresse per l’ equazioni 

y^-Zxy+x^=o , Jìy. 2 g ; {x'-\-i/)* = a' {x'-y*),Jìy. 48; 

(2a—x)y'=x\^ff,ig iy^-\-x^— 2 ay^-\r 26 x'y=o,^y.Ì 2 ; 

y* + 2x*y' + x^ — Saxy* — aoar* -f ^a'x' = o , 

si troverà che l’origine delle coordinale è un punto doppio 
della prima e della seconda, le quali ordinariamente diconsi 
foglia di Cartesio , e lemniscata di Ciac. Bernouilli ; un 
regresso di prima specie della terza , che è la cissoide di 
Diocle ; ed un punto triplo della quarta. Nell’ ultima poi la 
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origine, ed il punto [x = a, y = o) sono araondue pun^i 
doppi; ma in questa curva per conoscer meglio l’ andamento 
dei rami nella origine, sarà bene . cambiare x \n y , e vi- 
ceversa , acciò il coefficiente differenziale di primo ordine 
si trovi finito. Per tal modo la di 1» equazione diviene • 

2x'y'-\- — Qax'y — 2cy*-f- za'y'=o , fy. 5o- 

Vi ò anche a cercare in tali curve i punti di massima o di 
minima curvatura, e la cissoide ammette benri un asintoto, 
che può determinarsi col metodo esposto nel n.* 172 (*). 


(*) Nella ricerca dei punii singolari polendo esser ulile , se non ne- 
eessario , il conoscere un cerio numero di altri punti della curta, gio- 
verà , uscendo dal consueto , mettere a proGllo qualche circostanza par- 
ticolare che presenta 1' equazione , nDìnc di rendere più agevole la co- 
struzione di quest’ altri punti. Cosi nella piupparte degli esempi addotti 
■n questo articolo, c segnatamente nei cinque ultimi, i’ equazioni delle 
curve essendo scevre di termini costanti , si fa chiaro che ponendo 
y=tx , r equazioni risultanti in cr c r saranno divisibili almeno pera;; 
e quindi si potranno esprimere a; ed y in i più semplicemente che non 
sarebbe l’ esprimere y in a; , 0 viceversa. Dopo ciò , attribuendo &~t 
dei valori numerici positivi. o negativi, ciascuno di essi produrrà la cd- 
uoscenza dei corrispondenti valori di a; e y , e quella per conscguente 
di uno o più punti della curva. Generalmente, lo esprimere le coordi- 
nale di una curva in funzioni di una terza variabile , è un ripiego di 
analisi che trovasi utilissima , e sovente necessario , in vane ed im- 
portanti appiicasioni. 

29 
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(*) Noi supponghiamo che si conoscano i primi principi di questa 
parie delle matematiche : e possono bastare quelli che si contengono 
neirAppendice al trattalo elementare di trigonometria ec. del signor 
Lacroix. 
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Ma a misurà che A;r avvicinasi n zero i rapporti — e — si 

Ax A* 

avvicinano ai limili'^ e ^ , cioè a dire ai coelHcienlt 
dx dx 


differenziali delle funzioni y=J[x), e z = F{x), le quali 
esprimono le ordinate delle projezioni della curva sui piani 
delle xy c delle xz', dunque chiamando « , /3 , e v gli an- 
goli che han luogo nel limite , essi saranno determinati , 
ed avranno per coseni 


eos * = 


t/ 


^ </x* ^ dx' 


cos /5 = 




ÉM. 

dx 

, dy' , dz* 
^ </x« ^ di' 


cos y — 


dx 



+ 


dx*^ 


^cste formolc, dove per ^ c ^ si debbono sostituire »• 
^ dx dx 

loro valori desunti dall’ equazioni y=f{x), e z = F{x)j, 
si riferiscono all’ una o all’ altra delle parli in che la tan- 
gente indeGnila- rimane divisa nel contatto , secondo che il 
radicale si riguarda come positivo o come negativo. (Juindr 
se per Gssare le idee lo suppongbiamo positivo , gli an- 
goli * , /3 , y si rapporteranno a quella parte della tangente 
che forma angolo acuto coll’asse delle x positive, ed «sarà 
propriamente V inclinazione della tangente con quest’asse. 

233. Quando x, y, z si riguardano come funzioni di- 
un’altra variabile , le formolo dei coseni sono 

dx _ dy 

cos « =. . ■ cos |5 = - ' r. 

y.dx* -hdy*-*-dz' y dx*-i-dy*-+-dz* 

dz 

COS y = .=-rr , 

\ dx* -+- dy* -h dz* 

e se vuoisi che » esprima l’angolo acuto anzidetto, convien» 
preoffere il radicale con segno simile a quello di dx. 




\ 
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234- ToriiaiHÌo all' ipotm cfae la variabile iodi pendali (e 
sia X , le projezioni sui piani delle xy ed xz di una rella 
menata pel punto {x ,y , z) sono espresse generalmente 
alair equazioni 

y' y z=im {x^ — x) , z' — z=-n{x' — x) 1 

dove siipponghiamo che a:', y', z' dinotino le coordinate va- 
riabili da punto a punto (*), e altronde s<ippiamo che m cà n 
esprimono i rapporti dei coseni degli angoli che la retta for- 
ma cogli assi delle y e delle a al coseno dell’ angolo che 
forma colTasse delle x. Quindi una tal retta sarà la tan- 
gente della curva nel punto [x , y , z) di questa , se for- 
merà cogli assi quei medesimi angoli che abbiamo trovali 
per la tangente, cioè a dire se avranno luogo l’ equazioni 

cos /3 cos y dz 

cos » dx ’ cos a dx 

Adunque l' equazioni della tangente sono 

e per esse e ciò che abbiam trovato nel n.® io4., si rende 
manifesto che le projezioni della tangente di una curva 
esistente nello spazio , sono tangenti alle projezioni della 
medesima curva : risullamento notevolissimo, e che potreb- 
hesi con faciltà dedurre dalla natura stossa delle projezioni. 

235. Si dice che un piano è tangente di una curva in 
un punto di questa , se passa per la tangente applicata nel 
medesimo punto. Da ciò segue che per un punto dato in una 
curva qualunque , possono condursi infiniti piani tangenti 


(*) In quello applicazioni alle curve ed alle superfìcie curve , die 
si riferiscono ad un punto qualunque di questi luoghi geometrici , è in 
verità più conveniente e più comodo lasciar espresso le coordinate di 
detto punto coi siiuholi x , y , z , contenuti nell’ C(|uazmiii dei mede- 
simi luoghi, che non è il dinotarli con altri simboli, come x' , y\ z' . 
Perciò d’ora innanzi esprimeremo in vece con quest’ utiimi le coordi- 
nate variabili di quegli altri luoghi geometrici relativi al punto (x.y,z}, 
che si prenderanno a considerare. -Siamo dolenti di nòn aver tenuto 
iinora questo modo , che permette ancora di curar meglio la correzione 
tipogralica. ^ 


l 
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nlla medesima ; c quindi è lecito cercar quello che pasa 
bensì per un altro punto dato , o che sin parallelo ad una 
retta data, o che s’ inclini sotto un dato angolo ad un al* 
Irò piano dato, ec. Quando poi non è dato il punto del 
contatto , si può cercare il piano che tocchi la curva e passi 
per una retta data , o pure che tocchi due date curve e 
passi per un punto dato; e queste ed altre simili ricerche 
si traducono facilmente in equazioni , combinando i principi 
elementari dell’analisi applicata alle tre dimensioni colle ri- 
trovale equaziotii della tangente. 

236. Nelle curve tracciate nello spazio ogni retta perpen- 
dicolare alla tangente nel punto del contatto dicesi nornmle 
della curva. Queste normali sono dunque inlìnite , e però 
supponendo che 1’ equazioni 

y' — y = m[x‘ — x) , G z' — z = n{x‘ — x) 
ne dinotino una, dovrà verificarsi l’equazione di condizione 

I -f -f « — = o , 

(Ij; dx 

la quale ‘esprime che la retta rappresentata da quell’ equa- 
zioni è perpendicolare alla tangente. 

Tulle le normali di cui è parola esistono , come insegna 
la geometria , in un medesimo piano , che dicesi perciò 
piano normale della curva ; c difalli sostituendo nella lo- 
cata equazione di condiziono i valori di m ed n desunti dalie- 
due procedenti equazioni , si ottiene pel luogo geometrico di 
tulle le normali l’ equazione 

che dinota un piano , e che polrebbesi ancora dedurre daf- 
r equazioni nlla tangente , mercè la considerazione che il 
piano stesso debb’ esse.rìe perpendicolare. 

237 . Per fare un’applicazione dell’ equazioni della tan- 
gente , e del piano normale , toglieremo ad esempio \eliea, 
una delle curve storie (*) di maggiore importanza nelle arti. 

(*) Noi chiamiamo , come à jiroposlo il sig. Vallèe 0 si eoiiiincia 
ad usare , curve storie «juolle che ordinariamciilc dit-onsi curvo a do/>- 
pia curvatura , e ciò per le riigioui che snrauuo addotte in luogo piii 
op|iorliino. 
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Essa è tracciata, come )a AMCNA‘ M ' . . . {Jig- 5i ) , nella 
Huportìcie di un cilindro retto a base ciroolare, in modo che 
la distanza Mm di un suo punto qualunque dalla base del 
cilindro , serba un rapporto costante al corrispondente ar- 
co Am di questa base, contalo dal punto A dove la me- 
desima è intcrsegata dalla curva. Prendiamo per assi posi- 
tivi delle coordinale il raggio OA , l’altro OB ad esso per- 
pendicolare, c l’cisse del cilindro che può dirsi ancora asse 
dell’ elica : allora chiamando lì il raggio del cilindro, a 
il rapporto costante della retta Mm all’arco circolare mA , 
ed al solito x,y , z\c coordinale Op, pm , m 31 del punto M, 
avremo immediatamente l’ equazioni 

a?" -f- y* = y?* , 2=«.arc cos x , z=a. are sen y , 
che ci esprimono l’elica mediante le sue projezioni sui piani del' 
le xy , nelle xz, e delle yz. (*) La seconda e la terza potendo 

essere anche scritte sotto la forma ar=cos — , v = sen — , 

è chiaro dai n.‘ 66 e 67 che esse rappresentano due specie 
di sinusoidi. 

238. Chiamando t l’angolo AOin , che si può dire con- 
tenuto del piano 6sso delle zx col raggio mobile del cilin- 
dro , corrispondente al punto {x,y,z,) dell’elica, le coor- 
dinate X , y , z si esprimono semplicissimamente in funzione 
'di t mediante P equazioni 

x—Bco%t, y=:Iìmni, z=aRl, (A) 
che nella ricerca delle proprietà dell’ elica rimpiazzano con 
vantaggio l’ equazioni in coordinate rettangolari : come al- 
trove , meglio ancora che in questo luogo , si renderA ma- 
nifesto . 

I differenziali dell’ equazioni (A) essendo 

dx = — Rdl. sen t , dy = Rdt. cos l , dz = aRdt , 

(*) E bene- osservare che la prima di queste tre equazioni ed una 
sola dell' altre due esprimono il sistema di due eliche, poste simmetri- 
camente per rapporto al piano delle zx o delle zy \ la seconda poi e 
la terza esprimono soltanto quella rappresentata nella figura. In fatlf- 
è chiaro che i primi due sistetni di equazioni restano invariati quando 
si cambia y in — y , o pure « in •— or. 
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abbiamo da prima per gli angoli che la langeule dell’elica 
forma cogli assi 

— scii/ cos / a 

COSJC =-— :zz=., COS|3= cosv=-^= : 

Vi -H a* V 

or r ultima di queste formole ci mostra evidentemente che 
/’ angolo TMra compreso dalla tangente all’ elica e dal 
lato del cilindro è costante. Inoltre dal notalo valore del 
coseno di quest’ angolo , la tangente di esso risulta eguale 


ad - ; quindi avremo 


mT= Mm , lan TMm = — Rt^ are . ./ 4 m , 

a ^ 


e con ciò si rende chiaro i.“ che il luogo geometrico di 
tutti i punii analoghi «Tè una sviluppante del cer- 
chio Amb (200); 2.“ che per avere Ja‘ traccia della 
tangente sul piano delle xy , basta prendere sul prolunga- 
mento del raggio Om , la retta ma eguale ad mM , e fare 

in [à. l'angolo m\i-T che abbia per tangente -:e l’inter- 


sezione della [I.T con la tangente del cerchio in m determi- 
nerà il punto T. 

239. I valori di cosa, cos^, cos 7 ci danno ancora per 
le projezioni della tangente dell’elica sui piani coordinali, 
o che torna lo stesso, per le tangenti alle projezioni deli’clica, 
r equazioni 


y'—v _ 

X* — X tau/’ 


2'-z= — ^ {x'-x) , z'-2=-^ iy'—y ) , 

sen/ ' cos^ f ^ 


la prima delle quali è rappresentata dalla tangente mT’del 
cerchio , e la seconda o la terza dalle rette che unirebbero 
le projezioni dei punti Me T’ sul piano delle a:z , 0 su 
quello delle yz. (*) 


(*) Ordioariacnente la descrizione dell’ elica nella superiìcie di un ci- 
lindro dato, e quella della sua projezione sopra un piano perpendico- 
lare alla base del cilindro si fanno dipendere dal così detto passo del- 
l'elica, che è, siccome la retta .itA' della Jìg. St. la parte frapposta 
a due intersezioni successive della curva con uno stesso lato del cilin- 
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9 .!\.o. I valori di dx , dy , e dz scrini nel n.“ 3?8 , so- 
slitiiili nell’ equazione (N) del n.° 236 , ci danno 

sen t.{x' — x) — cosi.{y' — y) — a(z‘ — z) = o , 

o vero, eliminandone seni e cosi mediante 1’ equazioni (A) 
del 11 ." 238 , 

yx' — xy ' — ajR (s' — j; ) = o. 

Adunque ciascuna di quest’ equazioni esprime il piano nor* 
male all’ elica nel punto {x , y , z) , e quindi se nc posso- 
no costruire le tracce colle regole conosciute. 

24 - 1 - Rimettendoci ora sulla generalità, diremo poche pa- 
role circa gli asintoti delle curve tracciate nello spazio. Le 
loro projezioni su ciascuno dei piani coordinati , sono gene- 
ralmente asintoti delle projezioni delle curve sui medesimi 


Oro. Ora è manifesto che dividendo in un medesimo numero di parti 
egufili la circonferenza della base ed il passo , basta prendere sui lati 
del cilindro , menali pei punti di divisione della circonferenza , tante 
parli del passo , a conlaro da questa circonferenza , quante sono le 
p.arti di ess.a frapposte ai lati ed al punto preso per origine dell’ elica 
e insieme delle divisioni : e gli estremi di tali retto apparterranno a 
questa curva. 

Le medesime rette , poste sopra le perpendicolari alla traccia del 
piano di proiezione dai punti di divisione della circonferenza ( a con- 
tare dalla stess.! traccia ) , ci danno nei loro termini altrettanti punti 
della projezione dell’ elica ; come , senz’ altra dichiarazione , si scoile 
nella 52. 

Per desumere poi dal passo I’ angolo costante sotto. del quale la tan- 
gente dell’ elica inclinasi al lato del cilindro , basta formare un trian- 
golo rettangolo che abbia per cateti il passo , ed una retta eguale alla 
circonferenza ( che può trovarsi com'è detto nella nota al n.° aio ), 
o rette ad esse proporzionali : e 1’ angolo opposto al secondo cateto è 
quello che si cerca. 

Nella Sa servono di cateti le oè' ed o^' quarte parti del passo e 
della circonferenza ; onde siccome b' è projezione del punto medio della 
parte anteriore o visibile dell’elica, e quivi la tangente è parallela al 
piano delle xs , così nel tempo stesso che si à in ob'^' l’angolo richie- 
sto , la retta 6^' è pure la tangente della projezione dell’elica in b'. 
Ma per un ponto qualunque m' di questa projezione , che non è nella 
stessa circostanza di b' , vedesi praticata la costruzione generale rife- 
rita' nel testo. 
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plani. Quindi torna applicabile II metodo esposto nel n.“ 17 1, 
e supponendo osjhtsso coll’ equazioni 

y = az + /3 , s = 73 ? + 5 

un asintoto non itarallelo al piano yz , quest’ equazioni sus- 
sìsteranno con valori reali e iinili ^ ,y , S , e si proverà 
conae in quel n." che « e 7 sono i valori che prendono i 

rapporti ^ e - tra le coordinale della curva , quando si po- 
ne a? = ± 00 ; e che trovati così » e 7 , i valori di /3 c J 
sono poscia i valori che pfendono le funzioni y — »x , e z — yx 
di quelle ste^e coordinate, quando si suppone dinuovoar=± 00 . 
Ogni sistema di valori finiti e così dedotti per » , / 3 , 7, $ 
darà un asintoto non parallelo al piano delle yz] e in si- 
mil modo possono trovarsi, per non ometterne alcuno, quelli 
non paralleli al piano delle zx , od al piano delle xy. 

242. Saremo ancora pib brevi circa i punti singolari 
delle curve tracciate nello spazio ; poiché avendo essi ordi- 
nariamente per projezioni su ciascuno dei piani coordinati 
altri punti cne presentano le medesime singolarità , 'ma che 
appartengono alle projezioni delle curve primitive , ciò ne 
dispensa di aggiungere altro a quanto abbiam netto nell’ar- 
ticolo XIX circa i punti singolari delle curve piane. 

Differenziali delCarco e della superjìcìe che lo projetla 
sopra uno dei piani coordinati. 

243. Per trovare il differenziale dell’arco CM {Jig. ’ói ) 
di una curva qualunque situata nello spazio , contalo da un 
punto fisso C c terminalo al punto JIJ di cui sono coordi- 
nale x,y,z, concepiremo la superficie cilindrica CemM che 
lo projetla sul piano delle xxj , ed il piano ]\lmy che passa 
per l'ordinata Min e la tangente my in m. Supponendo che 
la superDcie ruzzoli su questo piano , movendo dalla posi- 
zione indicala nella figura nel senso my , i jiunli consecu- 
tivi della curva me si applicheranno sui punti consecutivi 
della retta my , e in simil modo i punti successivi della curva 
MC andranno a situarsi 1 ’ un dopo l’altro sul piano Mmy , 
risultando così dall’insieme di queste loro situazioni una curva 
piana MP , che possiam chiamare trasformata della 31 C 
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la quale può essere storia. In questo modo è evidente che 
la lunghezza dell’arco FM pareggia quella dell’arco CM 
che diremo s , del pari che la retta ym pareggia la lunghezza 
dell’arco cm che per poco chiameremo a. Ora nella curva 
piana FM prendendo per coordinate del punto Mìa ym=dy 
e la mM=Zy ed osservando che le coordinate dell’arco em 
sono X e y , abbiamo (i 52 ) nel tempo stesso 

± \Jda* + dz ' , e da* s=s dx* + dy* , 
dal che si deduce 

ds=±\/dx*+dy*+dz% e però 

Quanto ai segni , dovendo essere quello dei radicali simile 
a quello di rfs , 6 chiaro che debba valere il + o pure il — , 
secondo che al crescere la x cresca o pure diminuisca l’arcp 
CM. Adunque la lunghezza dell’ arco CM=s verrà esibita 
da quella tra le funzioni primitive , espresse in x , del se- 
condo radicale , che diverrà nulla quando vi si pone la x 
del puHto C da cui si conta l’arco (*). 

244. Segue ancora da ciò che precedo che il dilTercnziale 
della superficie cilindrica cCMm che chiameremo /, verrA 
espresso da 

dl=±z\/dx*+dy'‘ , che dà ^=±2^ 

S erchè quello dell’ area piana yVMm , cui la detta super- 
eie equivale apertamente , è rappresentato (i 5 o) da zda ; 
e dovrà valere il segno -f- o pure il segno — , secondo che 
la superficie cCMm cresce 0 diminuisce al crescere la x. 


(*) Abbiamo preferita questa maniera di trovare il differenziate del- 
l’arco, tenuta da Lagrange, all’ altra seguita dal nostro Navier, perchè 
quest' ultima per esser rigorosa esige che si ammetta i." che un arco 
di curva storta , contalo da un punto fisso e fatto variare da un va- 
lore convenevolmente piccolo sino a zero , abbia sempre convessa la sua 
projezione sul piano variabile che passa per la corda e per la tangente 
applicata nel punto fisso; 2.” e che il limito del rapporto dell’arco alla 
sua projezione sia l’unità. Or queste duo proposizioni non sembrano 
a tutti così chiaro da non aver nisogno esse stesse di dimostrazione. 
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ai5. Noteremo qui che ì coseni degli angoli innan- 
kì (238) trovati, si possono esprimere brevissimamente cui dil- 
ferenziali delle coordinate x,y,z., e del corrispondente arco s 
mediante le formole 


dx 

cos a = ih ^ , cos /3 ; 


dy di 

- , cos Y = rh , 


ds 


ds 


dove se vuoisi che x dinoti l’ inclinazione della tangente 
all’ asse positivo delle a? , e che la variabile indipendente sia 
Xf dovranno valere i segni superiori o gl’inferiori secondo 
che r arco « cresce o diminuisce al crescere la ^ ; ma se 
la variabile indipendente sia s , avranno luogo gli uni o gli 
altri segni a seconda che la ar , cui si riferisce l’ angola 
acuto * , cresce o pur manca al crescere l’ arco g. 

246. Quando una curva esistente nello spazio invece di 
esser data ( come finora abbiam supposto } per le sue pro- 
fezloni su due piani coordinati , 0 clic torna lo stesso , per 
la intersezione di due superfìcie cilindriche aventi per basi 
queste projezioni, si suppone data in una maniera più gc- 
aerale per la intersezioue di due supcrllcic qualunque rap- 
presentate dall’ equazioni 

f{x ,ij ,z)z=o, e F(x ,y,z)=o, 
allora le ordinate y c z sono funzioni implicite dell’ ascissa x, 

e tali ancor sono i coeflicicnti differenziali ^ , e $ , che 

dx dx’ 


veggoosi esistere nella piupparte delle formofc precedenti. 
Or questi coelHcienli si desumono dall' equazioni derivale 
della curva, che sono (73) 


dx dy dx dz dx ’ dx dy dx dz dx 


e noi ne abbiamo già notati i valori nel citato n.* Basterà 

dunque , nel caso di cui e parola , sostituire a ^ e ^ 

dx dx 

valori , per quindi eliminare , se si può c si stima conve- 
nevole , y e z mediante 1’ equazioni della curva. 

247- Nondimeno la detta sostituzione non c punto neces- 
saria in riguai'do alla tangente, se vorremo contentarci di 
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(Idermiiiarc il silo di questa retta nie<lianlc la iiitersezidnc 
di due piani qualunque , in vece della intersezione di due 
piani per|)cndiuolari a due piani coordinali , ossia in vece 
delle prujezioni della tangente su quest’ ultimi piani. 

Diratli per l’ equazioni (234) della tangente abbiamo 

rfy y'—y ^ g'— z 

dx x' — X ’ dx x' — X ’ 

e però sostituendo nelle precedenti equazioni questi valori ai 
simboli dei coelBcienli differenziaii , e moltiplicando poscia 
i risullamcnti per ar' — x , avremo 



Or quest’ equazioni essendo di primo grado tra le coordi* 
nate variabili x', rj', z' della tangente , esprimono due piani 
che la determinano colla loro intersezione , e che sono essi 
stessi determinati dalle superficie espresse per le rispettive 
equazioni f=o, ed F=o. 

24 - 8 . L equazioni (T') ci mostrano ancora che per dedurre 
subitamente l’equazioni della tangente di una curva dall’equa- 
zioni differenziali della curva, che sono 


,df. dF , ,dF, , dF . 


dy 


basta cambiare in quest’ ultime i differenziali dx , dy , dz 
nelle differenze x' — ar , y' — , z' — z: come nel n.“ i56 
fu osservalo per rapporto alle curve espresse da una sola equa- 
zione. 
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XXI. Generazione delle principali classi o fami- 
glie di superficie curve , e loro equazioni. Pia- 
no tangente.^ e velia fiormale di una superficie 
curva qualunque. 

2Ìg. Le superfìcie curve più adoperale nelle arti sono le 
cilindriche, le coniche, e qudie di rotazione , alle qualt 
possiamo aggiungere le superfìcie dei conoidi retti. Noi dun- 
que cominccremo dall’ esporre in succinto la loro più sem- 

f dice generazione, e l’ equazioni che ne derivano, af- 
ine di rendere più utili le formule di calcolo difTereuziale 
che vengono appresso. 

Le superficie cilindriche o le coniche possono intendersi 
generate dal movimento di una retta indefinita , che teueii- 
dosi sempre parallela ad una retta data , o passando j)er 
un punto dato , incontra o , come si suol dire , appoggiasi 
di continuo ad una data curva. Anche le superficie conoi- 
dali possono intendersi generate dal mòto di una retta in- 
definita , ma conviene che questa sia parallela ad un piano 
fisso o direttore , ed incontri sempre una retta data ed una 
data curva ; e la superficie prende il nome di conoide retto 
quando la retta data c perpendicolare al piano diretiore, o 
cne torna lo stesso quando la generatrice si tiene perpendi- 
colare alla retta data , la quale in tal caso può riguardarsi 
come asse della superficie. In fine le superficie di rota- 
zione , che ordinariamente si concepiscono generate per 
la rotazione di una linea qualunque intorno ad una retta 
fissa , possono ancora ( e noi ci atterremo in preferenza a 
quest’ altra maniera ) intendersi nate dal movimento dì una 
circonferenza di cerchio , la quale iiiconlrando sempre la 
delta linea , percorre col centro la retta fissa che chiauiasi 
asse della superficie , c si tiene col suo piano perpendicolare 
alla stessa retta. È dunque chiaro che in ciascuna di tali 
superficie avvi una retta o pure una circonferenza di cerchio 
in movimento , ed una linea per lo più curva che serve 
come di guida a questo movimento. Con ragione dunque la 
retta o la circonferenza mobile diccsi generatrice , e la curva 
fissa chiamasi direttrice. 
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25o. Ciò posto rappresentiamo sempre la direttrice col- 
r equazioni 

, F{x ,‘tf,z) = o , (D) 

e siano in primo luogo ' 


a: = az-l-»,edy = 4z + /3> (G) 

r equazioni della generatrice di una superCcic cilindrica. Sa- 
ranno a e b quantità date o costanti , ma a e /3 varieranno 
da una ad un altra generatrice. Ora considerando x , y , z. 
quali coordinate del punto dove s’^incontrano la generatrice 
c la direttrice , ciascuna di esse avrà un medesimo valore 
per r una e per l’ altra di queste linee. Quindi eliminandole 
fra le quattro equazioni (D) e (G) di esse , la risultante equa- 
zione , cui possiam dare la forma 


^ == 9 (») ^ 

esprimerà la condizione che la generatrice incontra cRettiva- 
mcnte la direttrice ; di tal che scrivendo Tequaziooi della 
generatrice sotto la tbnna 

x = az-^ a. , y = dz -f ^ («) , (g) 

per ciascun valore di » si avrebbe una retta che adempie 
tutte due le condizioni volute dalla generazione della super- 
ficie : di serbarsi cioè la generatrice sempre parallela ad 
una retta fissa ( quella per esempio espressa dair equazioni 
x = az f x — òz) , e d* incontrar sempre la direttrice. Per 
la qual cosa eliminando fra l’ equazioni (g) la indetermi- 
nata a ebe tiene alle singole posizioni della generatrice , il 
rìsultamcnto espresso da 

y — òz=<t({x az) (i) 

esprìmerà una relazione tra le coordinate di tutti i punti di 
qualsivoglia generatrice, e sarà in conseguenza P equazione 
della superficie cilindrica. 

Simile ragionamento , applicato alle superficie coniche 
aventi per coordinate del vertice a ^ b , c , e quindi per 
equazioni della retta generatrice 

X — a = «(2 — c), y — òs=^ {z — c) f 
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darà per equazione di (ali superfìcie 


y — ^ 

z — c 



applicato alle superfìcie di rotazione , riferite per semplicità 
al r asse della superficie come asse delle z, e con ciò aventi 
per equazioni della circonferenza generatrice 

z = /3 , a:*+y*= », 
darà per tali superfìcie l’equazione 

z = ^ ( a:*+ y* ) , (3) ; (*) 

ed applicato finalmente al conoide retto, riferito pure al suo 


(*) Quando non si può disporre dell’ asse delle s , l’ equazioni del- 
r asse della superficie possono essere 

ar = »iz4-a ,y = nz-f-d; 

ed il piano della circonferenza generatrice dovendo essere perpendico- 
lare a quest’ ultimo asse , avrà la sua equazione della forma 

mx ny -h s = p , 

dove p indica una quantità che varia col sito del piano. Maperespri* 
mere analiticamente che il centro della generatrice è sempre nell’asse 
della superficie , conviene riguardar questa linea come nata dalla in- 
tersezione del detto piano con una superficie sferica , che abbia il cen- 
tro in qualche punto de! medesimo asse , e per non introdurre nuovi 
simboli ad individuarlo si può scegliere il punto ( a , à , o ) dove l’asse 
incontra il piano delle xy- Allora , chiamando « il quadrato del raggio 
variabile di questa supeiiucie sferica , si hanno per equazioni della ge- 
neratrice 

«jx-t-ny-f-zssp , (x — — i)*-+-a*s=», 

e però l’equazione p = (p (a) che si desume dalla eliminazione di x.y,z 
tra quest’ equazioni e quelle della direttrice , dà subito per equazione 
generale delle superficie di rotazione : 
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.nsse come nsse delle z , e perciò generalo da una rella 
espressa per l’ equazioni 

^ = ^ t y — *x, 

dai'ù per equazione del conoide 

.= ?(«), ( 4 .), ,0 

2 ÒI. In queste equazioni generali delle quattro considerate 
famiglie di superficie , la forma della funzione 9^ dipende 
in ciascun caso daH’equazioni delia direttrice, e quindi varia 
con esse , non mai però lasciando di essere funzione 

di ar — aZy o di o di ar*+M*, o di - , 

secondo che trattasi di superfìcie cilindrica o conica, di ro- 
tazione o di conoide retto. Nondimeno ò bene osservare che 
l’equazione della superfìcie può sempre trovarsi con queste 
due sole e medesime regole : cioè 

I •• eliminando le coordinate x , j , z fra t equazioni 
della generatrice e quelle della direttrice , ajfin di avere 
una equazione di condizione tra le quantità » e 0^ che 
variano da una generatrice ad un altra ; 


(*) Qaalora il conoide non fosse retto , conrerrebbe prendere per asse 
delle z la perpendicolare abbassala sul piano direttore da un punto qualun- 
que della retla data , preso per origine. Allora requazioni di questa retta 
sarebbero semplicemente xc=az , g = bz, e quelle della retta generatrice 
avrebbero da principio la forma z=^, me poscia, elimi- 

nando x,g,z tra queste quattro equazioni, per esprimere che le due 
rette s’incontrano, si à l’equazione 0j3=asj3-f-y die dà y =6^—0»^, 
e cosi r equazioni della generatrice tornano 

z = g — 6^=sx(x — ap). 

Ora l’equazione ^ = <p(«), che si desume dall’eliminazione dìx^,z 
tra quest’ equazioni e quelle della direttrice carvilinea , dà tosto per 
equazione generale delle superficie conoidali ; 
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2 / eliminando da questa equazióne di condizione le 
medesime quantità variabili a. e mediante i valori che 
ne danno f equazioni della generatrice. 

Colla prima regola , riguardandosi ciascuna delle coordi- 
nate X , y y z come avente lo stesso valore per la direttrice 
e per la generatrice, il risultato della loro eliminazione espri- 
me la condizione che debbe aver luogo tra « e /3 , perche 
queste linee s’incontrino. Colla seconda regola si fanno ri- 
comparire le coordinate x , y , z non dei soli punti d’ in- 
contro , ma di tutti i punti esistenti in tutte le generatrici 
che adempiono la ritrovata condizione ; e però si ottiene 
l’equazione della superficie costituita dal sistema di tutte 
queste generatrici. 

Piano tangente e retta normale di una superficie qualunque. 


252. Per seguire qui nozioni analoghe a quelle presentate 
nell’ articolo XVI , diremo che un piano è tangente di una 
superficie curva in un punto di essa , che dicesi contatto , 
quando è il più vicino di tutti alla superficie nel detto punto, 
COSI che non può ivi passare altro piano tra esso e la su- 
perficie. Supponendo essere a:, y le ascisse di un punto qua- 
lunque della superficie proposta , e z la corrispondente or- 
dinata , r espressione delle ordinate vicine sarà in gene- 
rale (i23) 


Z + + "f* TT — + ec< 

dx dy dx* 2 dxdy dy‘ 2 


In simil modo l’ equazione di un piano condotto pel pun- 
to {x ,y,z), ed avente per coordinate variabili x,y',z', 
essendo della forma 


z' — z = a{x‘ — x) + b{y' — y) , (A) 

le ordinate dei punti vicini al nominato saranno espresse da 
z “}• ah H” bk. 

Pertanto la differenza tra le ordinate della superficie curva 
e quelle del piano verrà indicata da 

( dz 1 , Idz , rf«sà* , 1, , k* , 

3i 
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Ora se noi suppongliiamo determinali i coefficienti a e & 
deir erjuazione del piano , in modo che facciano sparire 
nell’ espressione procedente i lerniini di primo grado in A e Ar; 
cioè a dire , se noi supponghiamo 


dz , dz 


la detta differenza' si ridurrà a 


d^z d^z d‘z i* , 

-m H T-r h ec. , 

dx^ a dxdy dy' a ’ 


e sarà facile provare, con un ragionamento analogo a quello 
tenuto nel n. 173, che attribuendo ad 4 e A: valori conve- 
nevolmente piccoli, potrà essa divenir minore che non sarebbe 
per ogni altro piano , rispetto del quale non fossero adem- 
piute ì’ equazioni precedenti. 

Adunque nell’ equazione (A) sostituendo per a Q b i notali 
valori , o piuttosto i simboli e y con che questi valori si 
sogliono indicare nelle applicazioni del calcolo differenziale 
alle superficie curve, l’equazione del piano tangente sarà 

z' -Z=p{x'~-x) + q{y‘ —y)-, (t) 

e per lo note formole dell’analisi applicata alle tre dimen- 
sioni , r equazioni della normale alla superficie, ossia della 
perpendicolare al piano tangente dal punto di contatto , sa- 
ranno 


a:'— 2)=o, y'— y + y(z' — z) = o , (n). 

253 . Inoltre , chiamando X , g , v eli angoli formati dalla 
normale cogli assi positivi delle x , delle y, e delle 2, avre- 
mo ancora per le citate formole , 


COsX=- — ^ .COSM= ^ -■ ,cosv= — : , 

dove se , per fissare le idee , il radicale si riguardi come 
positivo , gli angoli X , g , v si rapporteranno alla parte po- 
sitiva della normale : così chiamando per brevità quella che 
à positive le ordinate. 
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254. Se l'equazione della superficie , in vece di essere delia 
forma z —f [x ,y) , come tacitamcnle si è finora supposto, 
sia più generalmente 

/’ ( a; , y , z ) = o 

i coefficienti differenziali parziali p , q saranno determinati 
per r equazioni (7 3) 


dF , dF 


dF dF 
dy dz ^ 


(T) 


dx dz ■ 

con che l’equazione (i) del piano tangente diverrà 
dP , . dF . , \ / I \ 

Tx + dii ^ ° ’ 

verificandosi cosi per le superficie , siccome per le curve , 
che per passare dall’equazione di una superficie a quella 
del suo piano tangente , basta sostituire nell’ equazione diffe- 
renziale totale di essa , indicata come si disse nel n.” 45 da 
dF , ,dF. ,dF, 

le differenze finite x' — x ,y' — y fZ' — z ai differenziali 
dx , dy , dz, 

255. Nella stessa ipotosi circa l’ equazione della superficie, 
r equazioni (/i) della normale divengono 

dP , , . dP , , . dF . , , dF , , . 

= _(y<_y)=_(2_2) ; (N) 

e i coseni degli angoli \ , ix ,v formati dalla normale cogli 
assi positivi dello x , delle y , e delle z , o che torna lo sU»so 
dal piano tangente coi piani delle yz, delle zx, e delle xy, 
hanno per espressioni 

dx dy 

COSA=r — — -■ , COS//= — ; ' ‘ > 

m /dF^ dF>^ dF* 1/ — -f 4. — 

V dx* dz* * dx* dy* dz* 


cosv = 


<IF 

dz 


I / dF* , dF^ dF* 

V dx* ' dy* dz* 
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dove il segno del radicale si prenderà simile a quello 
di o di o di — , secondo che si vorranno rappor- 

dx dy ’ dz 

tare gli X , f* , v a quella parie della normale che , a par- 
tire dal contatto , procede nel senso dell’asse positivo delle x, 
dello y , o delle 2. 

256. L’equazione (T) è una di quelle per le quali nel 
n.® 247 si trovò espressa la tangente della curva indicata 
dal sistema dell’ equazioni 

f{^,y,z) = o, F{x,y,z) = o-, 
c r altra di dette equazioni , cioè a dire 

|(y'-y) + |(*'-2) = o, (t) 

appartiene per la stessa ragione al piano tangente della su- 
perficie indicata dalla sola equazione f=^o. Ma è cosa evi- 
dente che r equazione (V) non dipende punto 0 non varia col- 
r altra (t), ossia coll’equazione j==o; dunque tutte le infi- 
nite tangenti, che variando l’equazione f=o sono espresse 
dal sistema dell’ equazioni (T) e (t), debbono giacere nel piano 
tangente alla proposta superficie F = o-, eh’ è quanto dire: 
il piano tangente di una superficie curva contiene le tan- 
genti applicabili nel punto del contatto a tutte le curve, 
piane 0 storte , che per tal punto si possono tracciare 
nella superficie. 

267. É conseguenza immediata di questa proposizione ( che 
a torto alcuni riguardano come evidente ) cine quando pel 
punto di contatto si può tracciare una retta nella superficie, 
il piano tangente contiene questa retta ; e che se pel con- 
tatto si potessero segnare nella superficie due rette diverse, il 

E iano tangente sarebbe proprio quello che passa per tali rette. 

iò nasce da che ogni retta si può ad evidenza considerare 
come la sua propria tangente ; e da ciò stesso deducesi un 
metodo per conoscere se una superficie data mediante la sua 
equazione particolare sia o no di quelle che diconsi rigate, 
cioè a dire capaci di esser generate dal movimento di una 
linea retta : imperciocché nel caso affermativo, dovendovi es- 
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sere almeno una retta comune alla superficie ed al piano 
tangente, ne segue che eliminando per esempio z' tra l’equa- 
zione (T) e l’equazione F{ x', y’, z' ) = o , devesi avere 
un’ equazione in y' ed x', cui si possa soddisfare prendendo 
per y' una funzione lineare ossia di primo grado in x' . 

208. Percorriamo ora le più semplici applicazioni che pos- 
sono farsi delle ritrovate equazioni del piano tangente e della 
normale, prima in una superfìcie qualunque, e poscia in 
quelle considerate nel n.** 2oo. 

Se non è dato il punto del contatto , e vuoisi determinare 
in modo che il piano tangente sìa parallelo ad un piano 
dato ed espresso per l’equazione 

Ax‘ By' + Cz! + D— o , 


la condizione del parallelismo darà per le note formole del- 
r analisi a tre coordinate , le due equazioni 


dF _ dF 

dz~^ dx^ dz~^ dy 


che unitamente a quella della superficie serviranno a deter- 
minare le ignote x , y , z. 

259. Se u piano tangente debba passare per un punto 
dato ( a , b , c) fuori la superficie , avranno luogo tra le 
ignote X , y, z le due sole equazioni 




. .dF . T\,dF . 


0 ; 


quindi il problema sarà generalmente indeterminato ( com’era 
facile antivedere ) , e l’ insieme di tutti i punti di contatto 
sarà uoa curva determinata col sistema dell’ equazioni pre- 
cedenti. Essa perciò , riguardata come una direttrice , servi- 
rebbe a trovare (zfii) l’equazione della superficie conica tan- 
gente alla superficie /’=o, ed avente per vertice il punto 
(a , b y 0'). ^ ^ 

260. Se poi si vuole che il piano tangente sia parallelo ad 
una retta data , espressa per esempio dall’equazioni x‘=az'j 
y' = bz'y il medesimo conterrà la retta menata pel contatto 
(x yy f z) parallelamente alla data, e le cui equazioni sono 

a?' — » = -z), y' — yssb{z' — z). 
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Quindi sostituendo questi valori di x' — ar , ed y' —y 
nell’ equazione (T) del piano tangente, il risultato 


àF \ I / / 


^ I d/’/ / 

z ) + ^( 2'-21 = 0 


dovrà sussistere indipendentemente dal valore di z' — 
però avremo 


dF , ,dF , dF 


2j 


e 


Quest'equazione dunque, e l’altra /’=o della superficie 
dctermiuano una curva , di cui tutti i punti adempiono la 
proposta condizione ; e laddove questa curva , rappresentata 
dal sistema dell’ equazioni 


„ dF , ,dF dF 

/’=o,Oj- + 4 - + ^ = o, 


si prendesse per direttrice , le regole del n.° 261 darebbero 
la superficie cilindrica tangente alla data F= 0 , e di lati 
paralleli alla retta [x' = az', y'=bz'). 

Questo problema e i due precedenti avendo relazione colla 
teoria delle ombre e della prospettiva , gioverà notare che 

S uando si tratta di una superficie di secondo grado, la linea 
el contatto del cono o del cilindro ad essa circoscritto è 
parimente una curva di secondo grado. Infatti c chiaro per 
se stesso che la seconda deU’cquazioni precedenti ò allora di 
primo grado , c si può agevolmente vedere che a tale pur 
si riduce, in virtù dell’equazione alia superficie, la seconda 
equazione di detta linea , data nel n.° antecedente. 

261. Si può anche richiedere, in generale , che il piano 
tangente di una data superficie passi per una retta data ; 
ovvero che passi per un punto e toccai due date superficie, 
o infine che tocchi tre superficie date. E questi ed altri si- 
mili problemi non presentano alcuna difficoltà in quanto al 
modo di tradurli in equazioni. 

262. Finalmente, siccome l’ equazioni 


dF ..dF, ..,dF, . dF.jdF.dF 

•^(T-a)+-(y- 3 )+-^(z-e)=o,a— +A^-f-^=o 


rimangono identicamente le stesse quando all' equazione /’=o 
si sostituisce Fi=C, dove C è una costante qualunque; 
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cos) può afìurmarai che esse rappresentano , consìdetraie se- 
paratamente , i luoghi geometrici delle lince di contatto di 
tutti i coni o di tutti i cilindri tangenti alle superfìcie espresse 
dallequazione F=C , ed aventi per vertice il punto {a , ò , c), 
o per lati le parallele alla retta ( se' = az' ,y' = 6 z'). 

263. Per rapporto alla normale è visibile che quando si 
volesse condurla per un punto {a , ò , c) dato fuori della 
superficie F= o , si avreboero insieme le tre equazioni 


„ dF . . dF . \ ^F . dF . . 

Tz ^ ^ (z-c) ; 


dx 


dz 


e che se la normale si volesse parallela ad una retta data 
{x' — az', y' = bz') , bisognerebbe porre l’ equazioni 

„ dF dF , dF dF 

°~d^~ dy* 


Se non che quest’ ultimo problema equivale alla ricerca , 
dianzi (258) accennata , di un piano tangente parallelo ad 
un piano dato. 

264- Si potrebbe dimandare una retta che fosse normale 
nel tempo stesso a due superficie date , e che in generale 
misurerebbe la loro massima o minima distanza. Allora sup- 
ponendo essere 


,y ,z) = o , f{x' ,y' ,z') = o , 

r equazioni delle superficie, si avrebbero ancora tra le igno- 
te X ,y ,z , x', y', z' quest’ altre quattro equazioni 


dF , , . dF . , . dF . , . dF . , . 




delle quali due esprimono che la normale della prima sii- 

S erficie nel punto {x ,y ,z) passa pel punto ( x', z! ) 
ella seconda superficie ; e due altre ^ esprimono simihnenté 
che la normale della seconda superficie nel punto (ar', y*, z') 
passa pel punto {tt,y,z) della prima superficie. É poi evi- 
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dente che a due di queste quattro equazioni si potrebbero 
sostituire le due altre 


^ ÌL—.éL ÉL ^ ^ 

dx ds! dz dx' ’ dy dz' dz dy‘ ’ 

che nascono immediatamente da esse , e che esprimono la 
circostanza , altronde- manifesta , che i piani tangenti alle 
due superficie nei punti {x ,y ,z) , {x',y',z') sono tra essi 
paralleli. 

265. Infine si può notare che l’ equazioni 


dF, . dF, 


dx 


K dF., . dF . . 

•2)» 


nate dal supporre che la normale nel punto (x ,y , z) passa 
pel punto dato (a ,b ,c), rimangono identicamente le stesse 

a uando all’equazione /’ = o si sostituisce l’altra F= C, 
ove C è una costante qualunque ; e che per ciò esse rap- 
presentano il luogo geometrico dei piedi delle normali , che 
dal punto {a , 6 ,c) possono condursi a tutte le superfìcie 
che può esprimere l’equazione F-=C variando la costante C. 

2 o 6. Passando in particolare alle superficie considerate nel 
n.° 25o , scriviamo P equazione 

/3 = (») , , 

dove » e /3 possono dinotare non solo l’espressioni di ar,^,z 
che si traggono dell’ equazioni alle generatrici di quelle su- 
perficie , ma qualunque altre espressioni date. Prese al so- 
lito ;r ed y per variabili indipendenti , le derivate di detta 
equazione rispetto ad ar , e rispetto ad y sono ( 73 ) 


d? dp 


/- = »'(•). (s + S^)> 


(M) 


dj* , d/3 , . f d* . dx \ 

quindi colla divisione di una per 1’ altra si ottiene 


(è+r»(|+IO=(l+SO(S+l^)' 

ovvero , effettuando le moltiplicazioni e riducendo , 

^dj3\ I dx d^\ /d»d/3 dxd^\ 

dy dz dz dy)^ \dzdic dx dz) ^ \dr dy ~~ dy dx)' 
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Questo risultato essendo indipendente dalla funzione , ci 
mostra che ogni equazione tra le variabili x , y , z ed una 
funzione indeterminata di una determinata espressione 
delle stesse variabili, conduce ad un altra equazione in- 
dipendente da quella funzione , e in vece affetta dalle 
derivate parziali della variabile che si considera come 
funzione dell altre due. 

267. Nelle superficie cilidriclie essendo a. — x — 05 , 
/3 = y — bz ^ si hanno 


</* d^ «tjs 

dx * ^ dx ^ dy ^ dz 

quindi sostituendo nell’ equazione precedente , viene 


— 3; 


ap bq=i : (i) 

risultato che esprime , e che potevasi dedurre dal riflettere 
che il piano tangente della Superficie deve contenere (2Ì)7) 
la generatrice menata pel contatto , e con ciò esser parallelo 
alla retta ( x' = az', y' = bz' ). 

268. Nelle superficie coniche abbiamo 



quindi ne risultano 

rf» tdx d* X — a 

dx s — c ’ dy ' dz (3— c)* ’ 

e similmente 


dii </jS I _ .V — ^ 

dx ’ dy z — c ' dz (5 — c)> ’ 

per lo che sostituendo questi valori nell’equazione a difle- 
renziali parziali di sopra trovata , e riducendo avremo 

{x — a)p-)r{y — b)q — z — c' (2) 
equazione peraltro che è una conseguenza immediata della 
condizione, che tutti i piani tangenti di una superficie coni* 
ca debbono passare pel vertice di essa. 

269. Per le superneie di rotazione abbiamo semplicemente 

3 ^ 


Digitized by Google 



(25o) 

« = a^* + y*, c § = z. Quindi ne risullano 

(/x da. d» di di di 

- = 2^,-=2y,-=0,- = 0, ^ = 0,^ = 1, 

e In sostituzione di questi valori nella solita equazione ci dà 
subito r altra 

yp~xqi=o, (3) 


in quale esprime In proprietà , altronde facile a ditnoslramt 
direttamente , che il piano tangente è perpendicolare al piano 
menato per l’asse della superficie ed il punto del contatto, 
e però indicato dall’equazione xy'=yx'. 

270. Finalmente nelle superficie dei conoidi retti abbia* 

mo « = — , /3 = 2 , dai che risultano 


da y rf» I d* di di di 

dx X* ’ dy X ’ dz ^ * dx ° ’ dy ° ’ dz * * 

e la sostituzione di questi valori produce l’equazione 


+ V 9 — (4) 

la quale si poteva pur desumere dalla circostanza che il 
piano tangente deve contenere la generatrice menata pel 
punto {x ,y , z) , e che questa essendo parallela al piano 
delle xy ed incontrando l’asse delle z, à per equazioni 


z' =z , ed xy' = yx'. 

271. Le precedenti couazioni (3) e (i) ci mettono in gra- 
do di risolvere un problema analogo a quelli già rismuli 
nei u.' 259, 260, determinando una superficie tangente o, 
come anche suol dirsi , circoscritta ad una superficie data 
F= o , c che inoltre sia di rotazione o pure conoidale 
intorno all’asse delle z. Nell’uDO e nell’altro caso, il piano 
tangente in ciascun punto della linea di contatto dovendo 
esser lo stesso per la supci licic data e per la richiesta , i 
valori di yj e y desunti dalle derivate della prima dovranno 
soddisfare l’equazione (3) 0 (4). Però la linea dei contatto 
resterà determinata dall’ equazioni 


„ dF dF 
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o pure dall’ equazioni 


/’=o,a:-+y^ = o; 


<^U 


e presi (ai sistemi di equazioni per rappretentare le direttrici, 
e per le generatrici prese quelle che nel n.° a 5 o si notarono 
per le superficie di rotazione o di conoide retto , si avranno 
r equazioni delie superficie richieste colle regole deln.° 25 i. 

272. Negli esempi particolari di superficie espresse colle 
loro equazioni finite , le ritrovate equazioni a coelficienli 
parziali sono più acconce dell’ equazioni finite a far cono- 
scere se la superficie appartiene alla classe delle superficie 
cilindriche o coniche , ai rotazione o conoidale. La cosa è 
evidente per queste due ultime classi di superficie, non trai' 
tandosi che di vedere se 1’ una 0 l’ altra dell’ equazioni 


yp — xq—o , xp-\-yq^o 

divenga identicamente nulla dopo la sostituzione dei valori 
ài p c q desunti dall’ equazioni derivate dei proposti esempi; 
ma per verità nel caso che ciò non abbia luogo, sarebbe 
troppo il dedurne che la superficie non sia di rotazione o 
conoidale , polendo liene esser tali ed avere per proprio as- 
se una retta diversa dall’asse delie z. Quanto poi alle su- 

f icrficie cilindriche o coniche , dopo la sostituzione dei va- 
ori à\ p e q nell’ una o nell’ altra dell’ equazioni 

ap->rbq=i ,{x—a)p+{y—b)q=z — c, 
non essendo dati a priori i valori di a e & , o quelli di 
a , b , e c , bisognerà eguagliare a zero i coefficienti delie 
diverse potenze delle coordinate, ed esaminare se si può 
adempiere alle condizioni che ne risultano con dei valori 
reali e finiti ài a e b , 0 ài a , b , e c. Del resto dal 
n.” 2fio segue immediatamente che ogni superficie curva di 
equazione omogenea per rapporto alle coordinate x ^y ,z , 
esprime una superficie conica avente per vertice l’ origine 
delle coordinalo. 

273. Termineremo facendo osservare una differenza note- 
volissima tra i piani tangenti alle superficie cilindriche o co- 
niche, c i piani tangenti alle superficie di rotazione o conoidali. 
Por renderla manifesta si sostituiscano nell’ equazioni (M) del 
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\i.® aOi) i \’i^lori dei coeflieieiUi parziali di « c di /3 , rclalivi 
u ciascuna di tali superficie. Allora x.® per le superficie cilin- 
driche si avranno le due equazioni S^, 

^7j = (cjo— I )?'(»), -ri = <?:?*'(*) J (I) ^ 

2. " per le superficie coniche, avendo riguardo all’ equazio- 
ne (2) del n.*2fi7, si avrà una sola e medesima equazione; 
ma la citata equazione (2), con sostituire ai binomi x — a 
ed y — b «i valori 

X — c = »(z-^e), ed y — i = 9(*).(2 — c), 
somministrali dall’ equazioni di una generatrice delia superficie 
cinica, ne dà subito un’altra, e scrivendole insieme sono, 

lì + = o , -f = I ; (II ) 

3. * per le superficie di rotazione si ritrova 

P = 2?' (*) . X , q — 29' (a) y, ( IH ) 

4 •” 0 infine per lo superficie conoidali si à 

f , = (IV) 

Poiché dunque vediamo che nell’ equazioni (I) e (II) i 
mlori iW p c q variano solo con « , mentre nell’ equazio- 
ni (HI) c (IV) variano coi valori di x ,y , z , relativi ad 
uno stesso valore di « , ci sarà permesso inferirne che ib 
contatto dì un piano coti una stiperjicie cilindrica o co- 
nica à luogo in tutta la estensione della retta genera- 
trice ; laddove il contatto di un piano con una superficie 
di rotazione { che però non sia nel tempo stesso cilindrica 
o conica ) o di conoide , non à luogo che in un punto 
solo della generatrice , quantunque nel caso del conoide 
<juel piano contenga pure tutta la generatrice. A dir vero 
<|ues'o risultato , per ciò che riguarda le superficie coniche 
o cilindriche si potrebbe dedurre assai facilmente dalla na- 
tura stessa di queste superficie , anzi per le ultime si può 
avere come una conseguenza istantanea della proposizione 
dimostrata nel n.° 234; In cosa non è ugualmente chiara 
]icr le altre due specie di superficie da noi considerale , e 
s('gnalamonle jicr quelle dei conoidi. Oltre a che, giova con- 
fermare talvolta le deduzioni geometriche con procedimenti 
di pura analisi. 
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XXII. Della integrazione ingenerale , e dei più sem- 
plici integrali determinabili algebricamente o per 
le trascendenti ordinarie, 

274. II niclodo o calcolo integrale, inverso del differen- 
ziale , à per obbicKo il iravare le funzioni o /’ equazioni 
di cui stipppngonsi dati i differenziali , o che torna Io stesso 
il' trovare le funzioni 0 l’ equazioni primitive di cui s% 
conoscono le derivale. Cosi , per le funzioni di una sola 
variabile x , supponendo cognito un differenziale di primo 
ordine o della forma Xdx ( dove X esprime una qualunque 
funzione data di x) , il calcolo integrale si occupa della 
ricerca di quella funzione di x che differenziata darebbe 

90SÌ che chiamandola y si avrebbe 

dy = Xdx, e ^=X. 

275. La funzione y , che chiamavasi già somma o som- 
matoria di Xdx , aicesi ora più comunemente integrale 
di Xdx {*) , c r operazione che serve a farne la ricerca di- 
cesi integrazione. In essa funzione possono distinguersi due 
parli : una emerge dalle regole del calcolo integrale , e però 
non contiene se non le stesse quantità contenute in X; l’altra 
è una qualsivoglia espressione o quantità costante ( cioè in- 
dipendente da a: ) , che si unisce alla prima per dare all’in- 
tegrale la forma più generale o completa di cui è capace. 
Difalti c evidente che se Xdx è il differenziale di una fun- 
zione X , lo sarà egualmente dell’ insieme di tal funzione 
c di una qualunque grandezza o espressione indipendente 
da X. Ora là prima di queste due parti si suole indicare 
colla lettera f ( iniziale della parola somma 0 sommatoria ) 
posta innanzi al differenziale Xdx, e l’espressione fXdx dicesi 
integrale particolare di Xdx, laddove Yintegrale completo 
11’ è fKdx + C , essendo C una costante arbitraria. 


(*) Queste vopi len^oiw ad una propriclà importanlissima, che sarà 
da noi dimoslrata in luogo dove' ne sentiremo niejjlio il bisogno e 
r iililitii. 
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Aduoqne l’ equazione 

dij =s Xdx dà r altra y s=ifXdx + C , 
e viceversa. 

2j 6. Possiamo anche dire che quando facesse par/e di 
J‘Xax il logaritmo di qualche funzione di x , moltiplicato 
^r una quantità costante, sarebbe lecito scrivere la costante 
arbitraria C come fattore o come divisore di questa funzione. 
Difatti supponendo 

fXdx = F{x) + ^log.$ {x), 
si potrebbe scrivere 

y=JXdx-\-C=F{x)-^A\og,^{x)±.A\ogXy 
che vai dire 

4* ( «r ) 

y=zF{x)-^ AXo^.C^ioc) , 0 pure y=F(x) + ^log.— 

277. Dichiarala sulEcientemente per ciò che precede la. 
natura della integrazione , resta che si espongano i 
che r analisi fornisce per eseguirla. Su di questo pero dob- 
biamo osservare, che mentre la dilTerenzìazione si effetua sem- 
pre con un procedimento regolare, per contrario la integra- 
zione, ossia la operazione inversa, non si può eseguire con 
un quincro finito di termini che in certi casi particolari, o 
por dir così , di eccezione. In generale non si e^ 
poter assegnare in termini finiti la funziono primitiva di x 
corrisponocnlc ad un dato differenziale Xdx , quantunque 
la cosa non fosse intrinsecamente assurda ; di modo die so- 
vente fa mestieri supplire con metodi approssimativi alla 
mancanza dell’ espressione finita di quella funzione. JNondi- 
meno imporla molto il conoscere i principali casi in cui la 
integrazione può esser fatta in termini finiti , e i mezzi che 

all’ uopo conviene adoperare. . , • i- 

È chiaro k» primo luogo che si avrà immediatamente 
l’integrale di un proposto dilferenzialc, allorché questo dil- 
ferenzialc si riconosce simile ad uno di quelli notati negli 
articoli li c HI. 
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Quindi supponcndd 

(a55) 

dy=mx”*—^ dx 

, sarà yssarm+C 

' dx 

Zar + C 

« 

e^dx 

c*+C 

ta.a^dx 

c*+ C 

dx mi X 

— cos ar + C 

dx cos X 
dx 

scnx + C 

cos'ar 

dx 

idSix + C 

^’a*X 

dx 

— col a: -f- C 

fan X 
dx 

/.senarH- G 

cola; 

dx 

— /.cosar + G 

seu x.cosx 
dx 

l. tan ar + C 

Vi— a:* 
— dx 

arc.sen ar -f- C 

Vi — ar* 
dx 

are. cos ar + G 


arc.s.T.ar-f- C 

Y aar — x* 
dx 


iH-a:» 
— <fe 

are.tan x + G ' 

H-a;* 

dx 

arc.cotar + G 

, —I 

— 

arc.sec ar + G 

arc.cosecar + G 

x\Jx*— I 
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278. Per verità nelle quislioni che dipendono dalia Iiitc> 
grazione, la ventura d' imbattersi precisamente in alcuna di 
queste formole difierenziali non è molto frequehte, ma si 
può asserire con franchezza che l’arte sta allora in ridurre 
presto o tardi ad una di esse il dilTcrcnziale proposto. A 
questo Gnc tornano utili assai volte i due principi seguenti, 
inversi dei due altri scritti i primi nel n.” 29 : 

f integrale della somma ai più differenziali è lo stesso 
che la somma dei loro integrali rispettivi ; 

l'integrale del prodotto di un Juttor costante per un 
Jattor variabile, e lo stesso che il prodotto del Jattor co- 
stante per /' integrale del f attor variabile. 

Mediante il primo si à , per esempio , 


/ dx p 

8cn*a:.co»“x »/ 

e quindi supponendo 
dx 


pdx(seu^x-hcos*x) dx 


sen*;r.c08*« 


r—+r 

i/ cos'a t/ : 


dx 

seu*« 


</y = 


sen®a: . cos*a? 


, si à y = tanx — col a: + C. 


279. Gol soccorso poi dei secondo principio si à 

J* amx"^^dx = a J* 1 


irt— 1 , 

ma: dx \ 


e per la stessa ragione 

y * m— I , p w— I , 

amx dx=m ! ax dx . 


Quindi ne risulta 



m 

GrX } 





m 


I 


di modo che voltando m in »* + i , avremo 



fn-j-i 


Questa formola ci dimostra che per integrare il prodolló 
di una quantità costante per una potenza costante di una 
variabile e pel differenziale della stessa variabile, basta 
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aumentarci X eeponente della variabile di una unità , e 
dividere ciò che ne nasce per X esponente così aumentato 
e pel differenziale della variabile. s 

280. X^n questa regola integrasi facilmente qualunque 
monomio difTerenziale algebrico , solo che prima sia ridottp 
alla forma che la regola suppone. 

Meritano peraltro attenzione questi due esempi 



che si accordano perfettamente cogli esempi del n.* 18, e 
che presentandosi spesso meritano esser tradotti in queste 
due regole speciali : 

X integrale di una frazione dove il numeratore pa- 
reggia il differenziale della radice quadrata del denomi- 
natore , è uguale a meno X unità divisa per la stessa 
radice quadrala; 

X integrale di una frazione dove il numeratore è il 
differenziale del quadrato del denominatore^ pareggia il 
doppio del denominatore, 

281. In un sol caso la regola generale dei monomi scm* 
bra io difetto , ed è quando l’esponente della variabile è — i ; 

poiché allora essa dà J* ax *ofe= ^ , in vece di dare un* 


funzione di x , laddove già sappiamo (277) che 

/ — I , padx pdx , 

ax or, ossia / — = a / —^alx. 

Ma bensì questo caso può desumersi dalla detta regola , 


servendosi dell’integrale completo 


+ C , e ponendo la 


costante arbitraria C sotto la forma — ® I*®“® 

W-r-l ' 

33 
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Teci di essa costante. Infatti con questo mezzo si à per integrale 


completo “ ■ ~ I e quindi quando «i= — i. (k 


questo risultamcnto è iodeterminato soltanto nella forma, e 
ciò tiene ( come lo annunziammo in una nota al n.° 90 ) 
alla circostanza che la funzione richiesta , la quale è alge- 
brica generalmente parlando , deve mutarsi in trascendente 
quando m= — i ; ma operando colla regola dal n.® , il 

rapporto dei coelficienli aifferenziali , presi rispetto ad m , 
dei due termini della frazione 


a ( xm-hi — ) , a ( — le.em+t) 

e , 

e facendovi »i= — 1, dà alx—alc per espressione completa 
del richiesto integrale. Adunque pel caso di eccezione , se 
così vuol dirsi , in cui l’ esponente della variabile è — i , 
basta ricordarsi che /’ integrale di una frazione il cui nu- 
meratore pareggia il differenziale del denominatore , è 
il logaritmo neperiano del denominatore ; o pure basta nel 
monomio cambiar la variabile nel logaritmo neperiano 
di essa , e dividere il risultato pel differenziale della 
stessa variabile. 

282. Il secondo principio del n.® 278 dà pure 

fja^dx = la. a-dx = , 

che non di raro si presenta. Questo risultalo , e in genere 
tulli quelli scritti nel n.® 277 si potrebbero tradurre in lin- 
guaggio ordinario , formandone altrettante regole ; ma noi 
non terremo questo modo se non per gl’ integrali che oc- 
corrono più volentieri. 

283 . Alcune volle giovandosi , ove occorra , dei detti due 
principi, si cambia la forma del dato difforcnziale per modo 
che torni composto rispetto di qualche funzione X di x , 
come alcuno dei differenziali dianzi notati è fatto per rap- 
porto ad a: : 0 più generalmente, si ricorre a qualche op- 
portuna sostituzione di una nuova variabile alla primitiva , 


Digitized by Google 


( 2^9 ) 

sempre col fiae di ridurre il dato differenziale ad un altrd 
di cogailo integrale. L’ utilità di questo artifizio nella inle* 
grazione come in tante altre ricerche analitiche , il quale 
potrebbesi dire principio delle trasformazioni o delle so- 
stituzioni, si farà palese in prosieguo ; ma possiamo anche 
qui dame un saggio in alcuni esempi. 

r.“ Il differenziale Ax”^'- dx sen ( a + bx'^) diviso e mol- 
tiplicato per mb prende la forma c&sen {a-^-baT) , 


per la quale à manifesto che , aslrazion fatta dal coeffi- 


ciente ~ , si compone per rapporto ad a baf* nel modo 


islesso che dx sen x è composto riguardo &d x , e ciò per- 
chè mbx”'—'dx = d{a-{-bx”*). Adunque siccome abbiamo 
dal n.“ 2 'j'j , fdxsen X = — cosa:, avremo parimente 


^ Ax^ Vx sen ( a -f- ) = ■ 


2 .° I differenziali 


. Àsf^dx jix^dx 


a-hàx ’ (fl- 4 -ix)" ’ 


— ; cos(a-}-5x"*). 
mo 

dove supponghiamo 


che m esprima un numero intero e positivo, non sono mo- 
nomi, nè equivalgono che ad un numero infinito di mono- 
mi rispetto della variabile x ; ma è chiaro che suppo- 
nendo a + bx=z , e con ciò bdx=:dz, si cambiano in un 
numero finito di monomi rispetto a z. 

Per tal modo, nel caso il più semplice rispetto di m, cha 
è quando m = o , si ha 


Adx 

a-^bx 


f 

/ Adx A pdz 

(o-t-éx)" b%/ a" 


/ 


A A 

( n — I ) 6z"— ‘ (n— I ;ó(a-+-4x)" — *, 


3.® Similmente il differenziale Ax'^dx{a-\- bx*Y non 
equivale ad un numero finito di monomi in x , se non 
quando p si suppone intéro e positivo. Nondimeno quando 
fosse m = n — i , ridurrebbesi ad un solo monomio in z. 
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IfDalunque si fosse n valore di p , ponendo a + àx" = 
e quindi n 6 a:"~‘clx = d'z. Per tal caso dunque, noa raro 
a presentarsi , avremo 

E nel caso anche più speciale, ma pur facile ad incontrarsi) 
che fosse jt>=— i , la medesima sostituzione ci darebbe 




jTy>—'dx 






^ Osservando poi che la cosa procederebbe affatto nello stesso 
modo , quando anche nei differenziali espressi in z la z vi 
rappresentasse qualunque funzione algebrica o trascendente 
'di X , potremo affermare generalmente che quando un dif- 
ferenziale si può risolvere in due fattori , uno dei quali 
presenta una funzione innalzata ad esponente costante , 
e V altro astrazion fatta dal segno è il coefficiente diffe- 
renziale di tal funzione , si potrà effettuare l’ integra- 
•sdone eolia regola generale , q pur con quella di ecce- 
zione dei monomi ( 279 ,281 ) , secondo che il detto espo- 
nente sarà un numero qualunque , o segnatamente — i ; 
bene inteso che si applichi alla funùone ciò che in esse 
sia detto riguardo alla variabile. 


4..* I differenziali -7 


Adx 


-tt-Adx 


-^-Adx 


ras- 


\/a<‘-r-ò‘x* ’ n*-j-A*x» ' X\Jà*x»— a* 

somigliano, prescindendo dai coefHcicati dei termini, agli 


altri - 






— f— cte 


\/l— ar» ’ i-1-iV* ' X\jx^ — i 


, i cui integrali ci sono co* 


gniti (^?77). Ma con un poco di riflessione si vede che po^ 
^nendo d termiue variabile dei denominatori eguale a) ter* 
mine costante inoitiplieato pel quadrato di una nuova va* 
Rubile, ^oè a dire ponendo ^*ar*=?oV, e quindi bdx=adz, 
I dpnquiioatori si cambiano io prodotti di un faltor costante 
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e di espressioni fatte in z come i denominatori prececknti 
soa fatti in x. Avremo dunque facilissimamente 


/ Àix A p dz A A bx 

■ - ■.■■■■ : =7 / -=^=-T-arc.senz=--arc.sen — , 

\Ja»—b'x* Vi— a* * b a * 

/ Adx 'A p dz A A , bx 

; — =-r / = - arc.tanz=-, arc.tan — , 

ao%/ i-t-z» ab ab a 

/ Adx A p dz A 

X\Jb*x*-—a* ««/ Z\Jz ' — I * 


A A bx 

arc.secz =— arc.sec — ; 

a a 


e basterà cambiare nei secondi membri i simboli aen, ian, 
sec, negli altri cos, cot^ cosec, quando i di ITereaziaii sog- 
getti al segno f nei primi membri fossero negativi. 

5 .* Finalmente - ^ — dilTerisce pure da ^ , di cui 

yà^X — b'x* \2X-rX* 

sappiamo (277) l'integrale, nei coelBcienti dei termini} ma 
osservando che 

\/a*x—b*x*=à^ ^x — ar*=à Va **— ^*“^1 

potremo cambiare il primo differenziale nel prodotto di una 
quantità costante per un altro differenziale affallo simile al 
secondo, con porre semplicemente Cosi dunque avremo 


/ Adx 

Va** — 


_A ^ _ 

Va** — b*x* V a?— a* 

o pure, in funzione dell’ arco espresso pel coseno, 


A A a^* 

■7-arc . s . v.z= 7 arc.s. V.—-1T 
b e 


/ 


Adx 


A a* — 7.b*x 

s= 1 are, cos ; — « 

Va»*— à**» b «• 


284* Passiamo ora ad esporre il procedimento conosciuto 
sotto il nome di integrazione per parli , il quale per le 
funzioni differenziali di una soia variabile è il più fecondo 
ria risultati, e senza di cui l’ integrazione dei differenziali 
trascendenti riuscirebbe assai malagevole, 
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Abbiamo dal n.” 29 

d.uv = tidv + vdu ; 
quindi reciprocamente 

ttP =f{udv + vdu) = Judv 4- fvdu , 
ed io conseguenza 

Judo = uv — fvdu . (A) 

Adunque supponendo posto un dato differenziale Xdx sotto 
la forma udo, cioè a dire solfo la forma di prodotto di una 
funzione fìnila u della variabile x, e di una funzione diffe- 
renziale dv di questa medesima variabile, il cui integrale v 
sia cognito , la ricerca dell’ integrale fudo è ridotta a quella 
deir integrale fvdu mediante la formula (A), che resa in lin- 
guaggio astratto ci dimostra che l' integrazione per parti si 
effettua i.° risolvendo il proposto differenziale in due 
fattori , uno finito , t altro tnf.nilesimo e di cognito in- 
tegrale ; 2° moltiplicando questo integrale tanto pel f at- 
tor finito che pel suo differenziale ; o* e infine toglien- 
do dal primo di questi prodotti V integrale del secondo, 
che è quello da cui si fa dipendere l’ integrale cercalo. Se 
per ventura il nuovo integrale non differisce dal cercato che 

f »er qualche coefficiente costante da cui si trovi affetto , 

’ equazione (A) non avrà d’ ignoto se non un solo integrale, 
che sarà quindi subitamente determinato ; ma nè ciò avviene 
generalmente, nè costituisce l’oggetto di questo metodo, il 

3 uale non mira che a far dipendere l’integrazione di un 
ifferenziale più composto da quella di un differenziale più 
semplice , affin di pervenire , mercè l’ uso ripetuto dello 
stesso metodo , ad una integrazione che sappiasi effettuare. 
£ siccome la maniera di scrivere il proposto differenziale 
Xdx sotto la forma udv può variare indeGnitamenfc , ben 
si vede la possibilità intrìnseca di raggiungere l’ indicalo 
scopo. 

uel resto , anche quando col metodo in discorso non si 
può compiere la integrazione con un numero finito di ter- 
mini ( o perchè ciò ripugni intrinsecamente , 0 perchè non 
siasi adottato il miglior modo di porre il differenziale Xdx 
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sotto la forma udv ) , l'uso continuato ed uniforme di esso 
produrrà una serie infinita, che ove sia convergente porrà in 
grado di valutar per approssimazione il richiesto integrale. 

Per dimostrare con alquanti esempi ciò che abbiamo as- 
serito circa l' utilità della integrazione per parti , suppon- 
ghiamo in i.® luogo dy=aai^dx. Paragonando questo dif- 
ferenziale alla forraola udv, potremo in questo esempio sup- 
porre semplicissimamente 

u=ax”*,e dv—dx\àQnàQdu=max!"~*dx, e v=x. 

Quindi l’equazione (A) ci darà 

Jaaf'dx= ax”*-^^ — Jmaaf'dx= aaf^* —mjaai^dx , 

dove si osserva che il nuovo integrale non è diverso dal 
primitivo. Risolvendo però questa equazione per rapporto ai 
medesimo , preso come ignota , avremo 


/ 


aaf^dx- 


m-^i ’ 


ed y 


OT-f-I 


Ci 


di accordo colla formolo ritrova nel n." 279. 

2.® Sia ora dy = xdxco%x. Risolvendo questo differen- 
ziale nei fattori x e dxcosx , avremo 

u=x , dv z= dxcos X , e quindi du=idx , v = seri x. 

Con queste sostituzioni la formolo generale (A) ci dà 

J’xdxcos x = x sena? — fdx sen ar , 

dove il nuovo integrale non solo è più semplice del pro- 
posto , ma bensì cognito ed eguale — cos x , per modo che 
abbiamo 


yà:flfa:cosar=xsena:-f cosar, ed y=arsenar-l-cosar-}- C. 

Se in questo esempio il differenziale arofarcosar si fosse ri- 
soluto nei fattori xdx , e cosar ; o pure dx ed xcmx , 
r integrazione per parti sarebbe tornata inutile , poiché ci 
avrebbe condotti, come facilmente può vedersi, all’ integra- 
le fx'dxsen X , più composto del primitivo, e però tenuto 
incognito ancor esso. 
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' 3.* Sia finalmente dyz=i-^dx. Ponendo nelle Buccessiy* 

K* 

inlegrazlont per parti 

«==* • , = ar •, = » •, ec. e cto = c cte , si à 

' /* j e* I p<Fdx p e^dx e* , 3 p tFdx 

J \/ìi «1/5*1/ «1/5 «1/5 2i/ «*l/5 ’ 

_ e® /* p tFdx _ c® ,^7 ptFdx 

*»!/* i»i7s”^2|/ ar*l/5'»/ «^1/5 «*!/* 2 i/ «^1/5 

e COBI di seguito indefinitamente. Quindi risalendo gradata- 
mente all’ integrale primitivo , sarà 

/ e® , e® / . » I 3 , 3-S, 3.5.7 \ 

ìt; * = P? V + « + 55 + E>+i 6 ^ + • 
serie di legge itìanifesfa, e in génerale convergente pei va- 
lori di a: maggiori dell’ unità. 

Per lo stesso esempio facendo nelle successive integrazioni 
per parti 

T t. i JS 

«=c®,e </n=a: ss5z*a;Tj=a;*<M?, s=ar*cfe,ec. 

si ottime 

J^zdx=2e^\Jx—^e*\fxdi:,J*é^.\Jxdx=:^é*x' —^J*e*x*dx, 

y«®.a?^r&= gc*® • - e^x'^dxje^.x'dx = * 

e cosi di seguito. Per lo che l’integrale primitivo risulta 
espresso da 

• serie di assicurata convergenza ( 83 ) per tutti i valori di x 
non maggiori dell’ unità. 
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XXIII. Integrazione delle funzioni razionali 
intere o frazionarie . 


28S. Le Funzloai razionali intere essendo , o potendosi ri- 
durre ad un numero finito di monomi razionali, la loro in- 
tegrazione può tenersi effettuata mediante la regola dei mo- 
nomi pel caso generale e per quello di eccezione (n/ 279, 
281). Possiamo dunque senz’altro passare alle frazioni ra- 
zionali. La forma più generale di esse è da principio 


— * -4- car™ — • -t-. . .:4- J" 

x’> -1- yx" — ‘ -t- Aar"-=* -4- 


dx , 


dove a , ò , c , . . . fj e g , h, . . . t esprimono coelB* 
cienti costanti qualunque, i numeri. poi m eà n possono 
supporsi ad un tempo interi e positivi. Ma dobbiamo osser- 
vare che quando il grado m del numeratore , per rapporto 
alla variabile x , è maggiore o eguale al grado n del de- 
nominatore, si può colla semplice divisione algebrica mutare 
la frazione che moltiplica dx in una funzione intera, cui an- 
drà unita una nuova frazione dove il grado del numeratore 
sarà minore, almeno di una unità, del grado del denomina- 
tore ; e così r integrazione delia funzione intera essendo co- 
gnita , il problema sarà ridotto al caso in cui m è al più 
eguale ad w — i . 

286. Ciò posto sia in generale 


XifÙ. 

F{x) 

una frazione razionale, dove F {x) dinota un polinomio in ar 
del grado n, della forma x^ + yx"— » -j- + ..+/; 

ed f (ar) un altro polinomio in x di grado non maggiore 
di n — I. 

Supponghiamo decomposta la funzione F (x) in fattori reali 
di primo e di secondo grado in x, e ciò fingendo F{x)=o, e 
risolvendo questa equazione coi metodi conosciuti. Dinotando - 
con a , ^ ec. le radici reali , e con a db /3V“^ » 

db /3i V — > j b; /5« \j—i ) ec. le radici immaginarie. 

34 
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saranno x — a , x — a, , x — <Za , cc. i faltori semplici 
corrispoiuleuli a ciascuna radice reale, ed {x — »)•-{- /3*, 
(x — a,)* 4- j3,* , (x — *2)® + iSa* , ec. i fallori di secondo 
grado corrispondenti a ciascuna coppia di radici immaginarie. 

Trattando ia primo luogo il caso che non v’abbia radici 
eguali , osserveremo che può allora supporsi 

r (ir) X — a x — «x ar— 

Mx-\-N 

^ ! »i- ^ z GC 



mercè valori costanti e reali di^, j 4 ,, y/2, ec. M, M, , 
Jth, ec. ed N, TV., Nx, ec. ; poiché riducendo le frazioni 
del secondo membro al medesimo uenominatore, che sarà F(x), 
e formandone una sola , il numeratore di questa sarà del 
grado n — i , e quindi si renderà identico al polinomio f {x ) , 
eguagliando ciascuno a ciascuno i coeflicienti dei termini 
dello stesso grado : con che si avranno n equazioni di pri- 
mo grado, giusto quante sono le dette costanti indclermi- 


' • f (*) 

nate. In questo modo la frazione proposta si troverà 


spezzata in frazioni parziali di forme non diverse dalle 


due 


Mt-4-N 


— ^ ® conseguenza si sarà ridotto 


r integralo 


r dx ad altri delle forme P 
J F(x) J x—a 



( Mx~>rN)dx 

(X — 


287. La determinazione delle costanti che si trovano nei 
nùineratori delle frazioni parziali esigerebbe in generale as- 
sai lunghi calcoli , qualora si volesse effettuare colla risolu- 
zione delle pocanzi cennate n equazioni di primo grado. Per- 
tanto esporremo uo altro metodo valevole a renderla faci- 
lissima. 
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Sia eia trovarsi il numeratore A deHa prima frazione soin- 
A 

plice , e ponghiamo per brevità 

F{x)—Xx — a)<i>{x), 


dinotando con 9 (a:) il prodotto di tulli i faltori del polino- 
mio F{pc), tranne x — a. In luogo della precedente equa- 
zione (i) potremo scrivere semplicemente 


/(g) _ A a(x) 

X — a <p (ar) ’ 


dinotando con 'Sf(x) una funzione intera di x di grado in- 
feriore a quello di e cosi moltiplicando I due membri 

per F{x) avremo 




rs(x).F (x) 
<?{x) 


Ora in questa equazione , che si suppone identica del pari 
che la precedente, ponendo x=a, la frazione moltiplicata 


per A diviene -, e quindi ci dà (gl) per vero suo valore F'{a), 


che altronde non può esser nullo perchè le radici dell’equa- 
zione F{x)=iO si suppongono disuguali {*). La frazione se- 
guente poi si riduce a zero insieme con F{x) di cuiar — a 
è un fattore , perchè <tf(x) composta di fattori tutti diversi 
da a: — a non si annulla quando x = a , nè allora diviene 
infinita [x) che è una funzione intera di x. Adunque 


f{a) = A.F^ia), c quindi 


(2) 


il che ci dimostra che per avere i numeratori delle fra- 
zioni parziali di una data frazione , corrispondenti allo 
radici reali e disuguali che si hanno eguagliandone a 
zero il denominatore , basta formare col numeratore e 


(*) È questa una conosciuta proprietà dell’ equazioni algebriche , o 
si può leggere negli elementi di algebra del Signor Lacroix ai nu- 
meri soli e ao6. 
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eolia derivata del denominatore un altra frazione, e in 
questa sostituire le delle radici alla variabile. 

288. la simil modo si possono Irovare i numeratori delle 
frazioni parziali corrispondenti alle diverse coppie di radici 
immaginarie. Infatti osservando che può supporsi 

Mjh-N P-+-Q \/ — I _j_ P — ^P{x — 

(x— »)»-!-, 3» X — — X — ,3p/n;r (x — ’ 


è chiaro che se si conoscessero P e Q, si saprebbero im- 
mediatamente M ed N per le quali abbiamo 

3I=2P , ed IV = — zPy. -{■ 2Q^. 


Ora per riguardo alle ignote P e Q , applicando il ragio- 
namento tenuto dianzi .airuna o aU’allra delle frazioni aventi 


per denominatori x — * + ^ “ — /^V — *) n'tro. 

va che esse ignote debbono soddisfare all’ una 0 all’altra 
dell’ equazioni 




/(«■ 

F\x. 




, P-QV~= 




il cui accordo si ravvisa facilmente per l’algebra, c io virtù 
di esso basta una sola equazione a determinare insieme Pe Q, 
partendola (dopo averla liberala da rotti) in due equazioni 
distinte, con eguagliare separatamente fra loro i termini reali, 

e quelli moltiplicati per (*) 


(*) Crediamo utile aggiungere che si può etfelluare la ricerca 
à\ M té N senza passare per gl’ immaginari , il cui uso polrebb’ essere 
di ipialche imbarazzo ai meno provetti. Difatli possiamo supporre 


F{x) = [(x— <p(x) , ed 


/W . 


Mx-hN 


«(x) 


F(x) {x — ^ (x) ’ 

ammettendo che <p (x) e ts (x) abbiano significati analoghi a quelli del 
caso precedente. Allora liberando da rotti la seconda di quest’ equa- 
zioni , si à 

f{x)={ J/x-4- iV) <p (x) -4- [(x — »)• -4-j3“ ] « (x) , 

e questa diviene semplicemente 

_/’(x) = (Mr-j-A') <p{x), supponendo (x — «)*-j-,S«=o. 
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aSg. Siipponghiamo ora die i’ equazione F{x) = o ab- 
bia k radici reali eguali ad a. Allora noa sarà lecito sup- 
porre 

/(^) _ , I , «(g) 

F{x) X — a X — a * * ' x — a ro {x) ’ 

perché questa equazione , a motivo della indeterminazione 
dei coellicicnti A ^ , A ^ . Ak non è in sostanza di- 

versa dall’altra 

/(a?) A «(j) 

F{x) X — a ' <f{x)’ 

dove più non abbiamo il numero delle indeterminate neces- 
sario per istabilire la identità ; e in conferma dell’ errore la 
regola dianzi recata (287) ci darebbe per ciascuno dei nume- 
ratori Ai, a,, a,, Ak un valore infinito, essen- 

do F'(a) = o , a motivo che l’ equazione F'{x) = o à più 
radici eguali ad a. Bene però può supporsi 

f(x) _ A . A, A, Ak—i ■ <g(r) 

F{^x) (ar— (x — a)k — i ‘ (a? — a)* — * * ’ x — a 

poiché riducendo tutte le frazioni del secondo membro al me- 
desimo denominatore j che sarà F {x) , la somma dei nu- 
meratori sarà del grado n — i come il numeratore f {x) 
del primo membro; e quindi potrà esservi identità fra l’una 

e l’altro disponendo delle costanti ^ , Ai, Ak—x. 

Per determinare i valori di queste costanti osserviamo che 
dopo la indicata riduzione al medesimo denominatore, la pre* 
ccaente equazione diviene 

J{x) = Ai}{x) + Ai [x — a) {x) -\-Ai{x—a)* <?> (a:) -f- . . . . 
-f- Ak—i [x — c)*— « ^ [x) -f- [x — a)^‘si (x). 


Ora queste due ullirae equazioni bastano a determinare M ed N senza 
far uso di espressioni immaginarie. Oifatti la prima di esse può abbas- 
sarsi facilmente al primo grado per rapporto ad x, mediante la seconda 
che ci dà per x*, e poi successivamente per x^ , , ec. altrettante 

espressioni di primo grado in x. Quindi nell’ equazione di primo grado 
eguagliando fra loro separatamente i termini costanti, e quelli afielti da x, 
si avranno due equazioni atte a determinare M ed F. 
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Ora di questa equazione le derivale di primo ordine , di 
secondo, di terzo, ec. nel farvi x = a ci danno 

J (a) = Ai^ (a) , 

f (a) = /f?' (a)+ (o), 

(ff) + 2 0' (or) + a . {a), 

J'"\a) = A~^'"{a) + 'ÒA^ 9"(a) + 3. 2 At (?'(a)+3.2.iy/,qi(o), 
cc. 

e quest’ altre equazioni ci pongono in grado di calcolare sue* 
cessivamente i valori di A , At , A% y . . . Ak — i, ec, 

290. Allorché la radice a è incommensurabile , son tali 
ancora i cuefEcienti del polinomio <i^(x) che devesi trovare 
colla divisione del denominatore F {x) per (x — c)^, quando 
anche quelli di F(x) fossero razionali; ed oltre a ciò il polif 
nomio 9 (a*) varia coi diversi fattori simili ad (x — o)^che 
il denominatore F(x) potrebbe ammettere. É dunque utile 
saper calcolare le quantità 9 (a) , <^'(a) , 9"(a) ec. , che en- 
trano ncircquazioni (4}, indipendentemente dal polinomio 9(2’). 
A tal fine si osserverà che prendendo le derivate successive 
deli’ equazione 

F(x) = (x — »)*9(a:) , 

quella di un ordine qualunque indicato da i si trova essere 

^(0{.r)= A( 4 — i)( 4 -- 2 )...{A— f+i)(x— a)*-» . 9 (ar) 

+ iA(A — 1)(4 — 2)... (4 — i-\-z)ix — c)^— {x) 

+ ••• ~~ a fi {fi — i)(A — 2)... (A- — i-f 3 )(a’-s-c)*— «-t-2.9"(x) 
+ ^A (A — i)(A — 2). . .(A — 



i 

• {x — ay‘ . 9 ( 0 ( t ), 

e quindi tacendovi successivamente i=^A,=A-j- i,=A+2, ec. 
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e nel tempo slesso poncntio x — a, se ne desume 

F{'^)[a)=i k{k — \){k — 2),..3,2.iq) (rt),\ 

/’(*+>)(a)=3 ( 4 -+i)A(A — i)(A — 2). . .4.. 3 . 29' (a),f 

/’(*-h“)(a)= (A-+2 ){A+i)A-(A — i)(A — 2). . . 5.4. 39'' (a), ( 

/’(*+S)(a) = (A+3)(A+2)(A+i)A(A— i)(A — 2). . .6.5.49'"(a)J 

ec. 

e cosi le quantità 9 (a), 9' {a), 9" (a), ec. si trovano determi* 
naie mediante i valori che prendono le funzioni derivale de- 
gli ordini k, k-h i , A + 2 , ec. del denominatore F(x) 
quando vi si pone x= a. 

291. Suppongiiiamo finalmente che l’ equazione F{x)=o 
ammetta k coppie di radici immaginarie eguali ad » ±/ 3 \/— 
cosi che [(ar — »)* + / 3 *J* sarà un fattore di F[x). Allora si 
potrà supporre , come nel caso precedente e per la stessa 
ragione 

J{x) M x-^-N 3 hx-^Nt I J/gj-t-jy, «(t) 

J'\x) [(x — [(x — — I [(x — — a f(^) * 

avendo sempre ■jb’ (a:) e 9 (x) significati analoghi a quelli de* 
gli altri casi. Questa equazione liberata dai rotti con ridurre 
quelli del secondo membro allo stesso denominatore del pri- 
mo membro , diviene 

f(x)=(Mx+JV)^(x) -f (Af,x + JV, ) [(ar-»)*+( 3 *]<P(®)+- 
-f-[(a? — (x). 

Ora se in questa equazione e nelle sue derivale di primo 
ordine , di secondo , ec. si supponga da principio soltanto 
(x — » )* + / 3 *= o, avremo 

/ {x)={Mx -f TV) 9 {x)y 

f {x)—{jìIx + N) 9' (ar) + IM+ 2 {Jtl, ar-f TV, )(a*— x)] 9 {x), 
/‘'{x)={JfJx+jV) 9" {x)+2[AI+2 (iW, a:-f yV, )( x — »)] 9'(ar) -f 
+2lJU,x + JV^ + 2 M,{x— 9.) + ^x—tf.)•{M„x+ 
ec. 
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e queste poi , con sostituire ad ar , e con divi- 

dere ciascuno dei risultati in due equazioni eguagliando 
separatamente fra loro i termini reali e i termini immagi- 
nari , daranno tutte l’ equazioni che si richieggono per de- 
Icrminare successivamente a due a due le costanti M , N •, 
iV,; jT/2, N^-, ec. 

292. Qui puro osserveremo , come nel caso precedeute , 
che il calcolo delle costanti 3 !, N, 31 ^, Ni, 31 ^, N,, ec. 
si può rendere indipendente dai polinomi 9(27), 9'(ar), 
ec. servendosi dell’equazione 

e sue derivale degli ordini k, 4 "-h i, A 2...2A — i; e 
in esse facendo da principio le sole riduzioni che nascono 
dal porre [x — a)®+;S* = o. L’espressione di F{^[x) sa- 
rebbe per questo caso molto più composta che non è quella 
del caso precedente ; altronde è anche raro nelle applica- 
zioni che l’espooentc h sia soltanto eguale a 2, o pure a ' 6 . 
Noi dunque saremo contenti di notare i risultali che cor- 
rispondono a queste due sole supposizioni particolari quando 
{x — a )* -f- / 3 *=o, e che sono rispettivamente: 

F” {x)= S{x — xYcf{x) 

F"' {x) — 2 Ì{x — « ) 9 (x) + 24 ( X — a )'9'{ar) 

e 

F‘"{x)= 48 (x — x)^<f(x) , 

F'''(x)=288(x—x)”^(x)-f ig2(x--»)^9'(x) , | (8) 

F^ (x)='j2o(x—x) 9{.r)-f i44o(j — x)‘i^'(x)+4-8o(x — a)*9"(a:).| 
Nella prima supposizione si sostituiranno nelle due prime 
dell’ equazioni (G) del n,° precedente i valori di 9(a:)e9'(a:) 
tratti Quii’ equazioni (7); e nella seconda supposizione si por- 
ranno nelle tre equazioni del n.° stesso i valori di (f(x),<^\x), 
e 9"(ar) desunti dall’equazioni (8). E dopo tali sostituzioni si 
farà l'altra di «±:| 3 \/^^in vece di x, per aver precisa- 
mente tante equazioni quante sono le ignote. (*). 

(•) Dopo la nota procodenle è presso che superfluo il ripetere che 
in luogo dell’ultima sostituzione si potrebbero ridurre i’equazioui (6) , 
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295 . Dopo le cose precedeuli, è chiaro che per compiere 
questa teoria non resta se non ad integrare le frazioni 

Adx Adx ( Mx-^N)dx {Mx->rN)dx 
x—a ’ (x—a)i ’ (* — ’ [(-r — ■»)*-t-t**]** 

Le prime due sono ad evidenza casi particolari di quelle 
considerate nel n.” 283 , 2 .% e però abbiamo subitamente 


O p Adx ... \ m P -^dx A 




294 .. 3.® Per riguardo alla terza, sostituendo ad x—* una 
semplice variabile potremmo ridurla a due frazioni integrato 
nei n.** 283, 3.® c 4-°; ma ciò equivale, adoperando il pria' 
cìpio delle trasformazioni, a scrivere successivamente 


{Mx^N) dx _ M{x— a) dx 
(4:— (*— 


• dx 

+ — 


M Vt(x—a.)dx MsL-]rN 

3 » 


dx 

T 


a (x — 


? 




+ l 


Il primo di questi diflercnziali à per fattor variabile una 
frazione il cui numeratore è il diiTcrcnzialc del denomina- 


o quelle che *i ottengono ciiininaDdo da esse <p(*), <p'(a?) <?''(*)» 
ad essere di primo grado per rapporto ad x , mediante 1’ equa- 
sione ( « — « )*-l- p* =K o: e cosi c\itercbbesi l’ impiego dell' espres- 
sioni immaginarie. Del resto l’utilità delle forinole (b), (7), (8), e 
forse anche di questa nota c delia precedente si fa appieno palese nello 
applicazioni numeriche ; ed a tal fine proponghiamo ad esempio la fra- 
zione che abbia pel numeratore f{x) l' unità, e pel denominatore /'(a?) 
il polinomio 

a;S — 5a;6 — ioa;S -t- -f- 3 oa:* -t- 21** — 20X — zb, 


che eguagliato a zero dà 

a;=si, X =— I, a; = 2,094. ■ . , ar = — 1, 047. ..±(i,i 33 ...) 1/— 1, 
0 queste ultime tre radici vi sono ripetute due volte, 

35 
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tore ; e il secondo à pure per faUor variabile un difieren- 
ziale formato con » ~ * nel modo stesso che ~~ à formato 
con ar. Dunque per le cose dette nei n.'aSi e 283 avremo 


/ 


a)*+/3’]+ — ■ 'j^ arc . tan ^ — - - 


(x-ay-hP* 2 '^-'^“ p fi 

2 gS. 4.” Finalmente per la quarta frazione abbiamo 

{Mx->rN)dx M{x—i>.)dx , {M3.->rN)dx 

[(ar— ~ [(ar— [(a:-*)»-»-^»]^ ’ 

e la prima di qiieste due parli , che si può anche scrivere 
sotto la forma M{x — a ) dx. [ ( x — * )* + ^* ]~^» ci pre- 
senta due fattori , uno dei quali è una funzione innalzata 
ad esponente diverso da — i , l’altro poi , astrazion fatta 
dal coefficiente M, è il differenziale di tal funzione. Avremo 
dunque ( 283 , 3.“ ) per tal parte 

M 


f 


3/(a;— *)</a: _ ■ 

[(ar — 2 (A— •i)[(a: — 


Riguardo poi alla seconda parte 


( dx 

t(a?— 


dx 

fi^k — I fi 




potremo trovarne l’integrale nel modo seguente. 
Ponghiamo •- 


— = a, dal che risulta— =cfe. Com 

? 

..n. -Il- . Mx-trIY dz 
r ultimo differenziale diverrà 


tratterà che d’ integrarne il fattore variabile. Ma questo, ag- 
giungendo e sottraendo z*dz al suo numeratore , si può met- 
tere sotto la forma 

dz z*dz 

(s*4-i)*— I * 
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dunque sarà 

/ dz /» dz /* t*dz 

(z*-hi)* “t/ I y (s«-+-i)*‘ 

Ora coDsideraauo in quest’ ultimo integrale i due fat' 
tori > possiamo applicare al medesimo l’ in- 

tegrazione per parli , essendoci noto l' integrale del secondo 
di questi fattori , che scritto sotto la forma 2 zdz {z* + i ) — * 
presenta le medesime circostanze del differenziale poco fa in- 
tegrato. Abbiamo dunque per tal mezzo 

/ z*dz s 1 * 

a ‘ (A— i)(s*-+-i)^— I «/ a {k — i)(s*h-i)A— i ’ 

e quindi , sostituendo nell’ equazione precedente , 

_ « [- r—Jl— ai 

^ a(A — ‘ 2(A — i)»/ I ’ ' ' 

Mediante questa formola si fa dipendere, com’è chiaro, 
r integrale cercato da un altro della stessa natura, ma dove 
l’esponente di z* + i si è impicciolito di una unità. Per 
ciò nella stessa formola, cambiando k in h — i, in k — 2 , 
in k — 3,... e Gnalmente in 2 , i nuovi iutcgrali cui si ri- 
durrà il dimandato saranno successivamente 


/( 


dz 


/ dz . p dz p 

3 ’ t/ (*•-+-») s 


dz 


r ultimo de’ quali è noto ed eguale ad arc.ian z. La for- 
mola generale poi che esprime l’ integrale di cui si tratta , 
e che si ottiene coll’ indicato mezzo è la seguente 

A— sM-r A— ’A— l(s'-f-i)» 

[i—i •■i_,-^_a"^A 


/ 


dz 


k—i'k—z 
A-i A-l 


(z*-\-l)k 2 (z»-t-l)A — j 


A — 1 A — ■ 


tlì 

A— 3 


1 A — 2 

X 


A— 3 

-.)* 


f 


A— 4 


+ 


A — 1 A — a " A— 3 ‘ ' 3 a 


I 


(276) 


Adunque rimettendo per z in questa espressione il suo 
valore , e poscia moltiplicando per si avrà finte* 

crale g]je costituisce la seconda parte del ri* 

chiesto integrale f 

t/ [(x— 

296. É bene osservare ebe quando A=i f integrale J*- 


dz 


a*-h« 


dipende per la formola (A) da fdz = z , e che per ciò se 
questa formola allora sussistesse, l’integrale sarebbe alge- 
brico, mentre in verità è trascendente ed espresso da arc.ianz. 
Avviene però che la formola (A) elude la contraddizione col 
divenire in tal caso 00 — ^^00: nuovo esempio di una funzione, 
che dovendo cambiar natura nel dare ad una quantità da 
cui dipende un valor particolare , assume allora una forma 
indeterminata.. 


'XXIV. Integrazione delle funzioni differenziali af- 
fette da un radicale di secondo grado. Binomi dif- 
ferenziali irrazionali. 

297. Quando le funzioni differenziali algebriche sono ir- 
razionali , non si è certo in generale di poterne compiere 
r integrazione sotto forma Gnita , e il mezzo principalmente 
in uso per giungervi consiste in sostituire alla variabile pri- 
mitiva una nuova variabile , stabilendo fra f una c l’ altra 
una relazione tale che il differenziale proposto , da irrazio- 
nale qual’ è in funzione della prima , sia razionale in fun- 
zione della seconda. 

Il caso più esteso in cui sia certa la riuscita di questo pro- 
cedimento, è quello in cui firrazionaiità della funzione pro- 
posta nasce solamente dalla presenza di un radicale qua- 
drato , che affetta una funzione intera di secondo grado , 

come \J a-\-bx-±.c9* : dove cr, b dinotano costanti qualunque, 
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e e una c(»tan(e positiva. Senza restringere la generalità 
del radicale, si può supporre c=i, il che lo rende più 


semplice. Ciò difalli equivale a cambiarvi x in , ovve- 

yc 

ro a supporre x = , conservando alle costanti a e 6 la 

yc 

loro indeterminazione. Per tal modo la irrazionalità in di- 


scorso terrà alla pranza del radicale \Ja-\-bz±z* , e si fa- 
rà sparire diversamente secondo il segno che affetta il ter- 
mine z*. 

in primo luogo sia questo sogno il -f-. Allora dinotando 
con t un’altra variabile, si porrà 

ya + ^z + z'* = i — z. 


dal che segue 


t* — a / 1 

* = 553 > >/ '>+fc+2'^ — ji+r ’ 




(2/+Ò)' 


valori la cui sostituzione renderà certo razionale il differen- 
ziale proposto. 

298. Io secondo luogo sia — il segno di cui si tratta. No- 
tiamo da prima che qui s’ intende operare su quantità reali, 
c per conseguenza su valori di z tali da render sempre reale 

il radicale \Ja-^bz~z‘. Però il trinomio c-f-àz — z* si sup- 
pone positivo, e l’equazione z* — àz — a— o avrà in con- 
seguenza radici reali. Or dinotando queste radici con p e p, , 
sarà 


z*-iz — a—{z — p)(z— p.) , e quindi a-\-bz — z"=(z-p)(p, — z). 


Ciò posto, se chiamando i una nuova variabile ponghiamo 
S/a-^bz-^z* = V(s-P) (Pi-s) = — 

se ne dedurrà 




V fl-l-óa— s* 


Z»-t-l ’ (/»-+-!)* ' 


e questi valori renderanno razionale il differenziale proposto 
senza punto introdurvi espressioni immaginarie. 
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299- lo questo medesimo caso del segoo — , ritornando 
al radicale primitivo \Ja-^-bx—cx* , si può supporre il pri- 
mo termine a— i quando è soltanto positivo , e ciò senza 
restringere la 'generalità del radicale, e senza introdurre im- 
maginari. Difatti nulla impedirebbe di scrivere il radicale 

_ / 1 c _ 

sotto la forma ‘Va.t/ i + -a? x* , dove Va è da te- 

y a a 

nersi in conto di un coelBciente noto e reale, e per la in- 
determinazione di ò e c si possono conservare questi sim- 
boli al luogo di - e 
° a a 

Ora supponendo 

^ i-i-bx—cx* — Xi — I , 

se ne desume 


xx= 


a/H-à 

/•-f-c 


V i-+-bx — ca:* 


, ax= 7- ; — : 

r»H-c ’ 


cd è chiaro che la sostituzione di questi valori deve rendere 
razionale in t il proposto differenziale. 

3 oo. Dalla teoria passando agli esempi , la sostituzione 
del n.“ 297 dà 


ossia, rimettendo z-\-\Ja-i-òz-tz' per l, 


Indi per restituire al radicale la forma primitiva in x ba- 
sta sostituire x\c a z , e nel risultato cambiare àVc in ò, 


e per conseguenza 6 in . In tal modo supponendo 


dy = 


dx 


V tt'+^X^-CX* ’ 


(0 
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si à per integrale particolare 

[j^+2Vc.a: + 2V^^:3^T^] , 

e per integrale completo 

y~^ / + Ve* ^ + C , (I) 

intendendo risoluta l’espressione sottoposta ni logaritmo in 
due fattori , un dei quali sia 2 ; e supponendo compreso 


li 

nella costante arbitraria il termine costante , che per tal 

l/c 


mezzo farebbe parte del secondo membro. 

Se il differenziale proposto fosse particolarmente 

si avrebbe a = i, 4 = o, c=i; e però il precedente in- 
tegrale completo ci darebbe 

y = /( a? + \/rih^) + C. (II) 

Questo integrale potevasi dedurre il primo dalla formola 
precedente in z e e da esso per contrario potevasi far 
dipendere ( se fosse tornalo conto ) l’integrazione del diffe- 
renziale (i) mediante un’altra sostituzione alla a ridurre il 
trinomio a binomio, e identica a quella per la quale si usa 
liberare l’ equazioni dal secondo termine. 

Soi. In simil modo la sostituzione notata nel n.” 298 dà 

r -p==== = — 2 r ^ ■ = — 2 arc.tan/ , 

J \a-^bz—z' J ’ 

ovvero, per esser /=p^^in virtù della equazione fra / e « 


del citato n.°, 



rfs 

0-+-ÌZ — ** 


= — 2arc.tan 


V(=.— g 
V t—f *■ 


Digitized by Google 



2arc.lan 
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Ma sappiamo dalla trigonometria che 

— pXp' — 


l/pi — z , 

— L==arc.tan- 


arc.tan 


®l/(2— Z) 


Va—? 2«— p-l-f.— 25 

cd è noto dall’algebra che p + p, = 3 , dunque avendo 
riguardo all’ equazione V^a— p)(?i— a) = o,-\-hz — 2* , sarà 

a-^bz — 5 » 

A 22 


/i 


= arc.lan 


V a->r-bz — 5* 

Dopo ciò se in questa formula sostituiamo a:Vc a 2 , e 
nel risaltato mutiamo b\c nella semplice indeterminata 

e conseguentemente b in avremo l’integrale completo di 


|/c 


</x 


nella espressione 




cx* 


( 3 ) 


2^/^. l/o-t-Al — ex» 


w = are. tan ~’^ " ' ^ -- + C , 

Ve A 2CX 

ovvero , passando per le note formule di trigonometria dalla 
tangente al seno , 

b — 2CX 


y == are . sen 7^=== + C . 


I/40C-1-4» 

3o2. Questo esempio ci porge l’opportunità di osservare 
che alcune volte si fa meglio a lasciar irrazionale il diffe- 
renziale proposto , se si à il mezzo di ridurlo ad altro pur 
tale ma d’integrale cognito. Difatti adoperando qui la so- 
stituzione motivata sul finir del n.“ 3 oo, ponghiamo 2=f+ - 
Avremo 

«7 V a-l-ia— a» 


_ ^ dt 


:=arc.sen 


s( 




:arc.sen 


»a — h 


in virtù di quanto ahbiam trovato nel n.° 283, 4 -*’ Quindi 
ritornando al radicale primitivo in x coi solili cambiamenti, 
' avremo per l’integrale completo 
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Questa espressione sembra difierìre della precedenie nel' se*- 
gno del seno , ma questa differenza si riconosce subito por 
costante e con ciò legittima , so si rifletta che tale è pur 
qiiella degli archi aventi soni eguali e di segni conlrarM 
Nondimeno la delta ultima espressione si può preferire alle- 
altre , a motivo che pel caso particolare 

= 5 dà subito y =arc. sena: -|-C , ' 

come altronde sappiamo ( 277 ). (*) 


(*) Da qttesl’ ullitno e seinplicissinio esempio toglieremo occasione di 
notare che la integrazione può talvolta rendersi utile a dimostrare , 
comunque indirettamente , alcuni teoremi importantissimi di algebra 
superiore. Difatti, applicando al detto esempio la fermala (I) si. avreb* 
be l’ espressione immaginaria 

y — — ‘ - t- 1/ 1 — a-* ) -f- C'- 

Ora perché siavi accordo tra essa e quella di sopra, fa mestieri atli-ibiii're 
lo stesso valore alla costante arbitraria , perocché in ambedue la parte 
variabile divien nulla insieme con x. Adunque 

are. sei! x = l (j-i/JZT-t- 

ovvero, ponendo àrc.senx <P , donde a?=3scii<j), e \/i — a:>=3Cos.ip, 
H’I / — I = / ( cos <p -t- 1/ — i.scn <() ). (A) 

Da questa forinola, con passare dal logaritmi ai numeri, si à Talti» 


non meno importante 
-1 


^ = cos cp -1- . scn ®,- 

eb« unitamente alla sua conjugata 

— ^ 

* = cos <p — — 1 . sea 7 

et danno queste notevoli espressioni di 5en«p c cos 7: 


(«) 


Ben 7=:. 


^7y/CT_^-7l^ 

aj/ — 1 


cos 7 =: 




38 


.(C) 
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3o3. Osserveremo Gnaimcntc che si può rendere razionale 
anche un differenziale che contiene due radicali quadrali di 
funzioni infero e di primo grado, come a dire V a-^bx , 0 

\a'-i-6'x. Difalli supponendo \ a-^bx-=z, si à 

z*— a , fizJz f— ^ I 

X= ^ , e Ya'-+-6'a:=p^ \ja‘b — ub'-\ri'z* ; ‘ 

per lo che il risultato in z non presentando che* un solo ra-> 
dicale Quadralo di una funzione intera di secondo grado , 
se ne potrà liberare per le cose precedenti mercè una nuova 
sostituzione. 

Differenziali binomi. 

3o4> Si dà questo nome ai differenziali della forma 

E 

x”'~~‘4^{a + (i) 

dove a , b dinotano quantità costanti \ m, n numeri qua-, 
lunquc, e p , q numeri interi. L’esponente di ar fuori la pan 
rcnlesi è scritto sotto la forma m — i per semplice comoda 
del calcolo. Osserviamo innanzi tutto che la generalità di 
questa funzione 

i.° non diviene maggiore supponendo variabili ambiduc 
i termini chiusi in parentesi , come nella forinola 

p 

I dx ( ax*' + bx” )5f , 
perche abbiamo identicamente 

nX' + àx" = a;' ( « -|- bx'^ 


Inoltre scrivendo insieme le dette formole conjugatc , cd nnn volta 
elevandone i membri alla potenza n, ed nn’ altra volta cambiandovi <p 
in »<p, si à rispettivamente 

c— .sen»)". e ‘=cos.n<(ct;l/^>scn.w<p, 

dal che si desume 

( cos 9 ± l/— j.sien tp )" = cos. ntp ± J/ — i scn.wro: (D) 

formola notevolissima da cui si può trarre la risoluzione completa del- 
l' equazioni 

jit-4-/^ =; o, X** -t- Àx" -‘r B — o. qualunque sia il numero ;i. 
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**,°. "**!*, supponendo che « sia posilÌToV 

perche abbiamo pure identicamenle 

a + ia:— »r=a:— »(dx"+ A); 

3.” e nè anche rcsld diminuila supponendo che m ed n 
Siano mleri , poiché facendo 

ó=«'“, si à x^dx{a-*rhx'^'f=^8uz^''~'dz{a-\-b^^. 

3oS. Ciò premesso per iscoprire in quali casi la funzio- 
ne (i) , che porla uu binomio elevato ad un esponcnle fra- 
ztonaiio può divenir razionale , si procura trasformarla in 
un altra che presenti un binomio diverso innalzato a un di- 
verso esponente ; ed il caso in cui questo tìsponentc si tro- 
va essere intero , sarà uno dei casi domandati; 

Così ponendo il binomio in x 

a -f óx** = zi , ^2) 

si à con un altro binomio in a 


a?— a 


m 




quiodi risulta 

* £ --i. I 

à:"— (3) 
e, per. tal modo si fende palese che il differenziale ( 1 ) diventa- 


fazioUalc mediante Id sostituzione ( 2 ) quéndo — è un mi- 
ti 

mero intero , cioè a dire quando t esponente della varia- 
bile fuori la parentesi, aumentato di una unità è divisi- 
bile per l esponente della variabile dentro la parentesi. 

3o6. Questo primo caso , datoci dalla funzione (i) dove il 
termine variabile nella parentesi à per coefficiente b , ce no 
garantisce un secondo , perchè un semplice cambiamoo'Io di 
forma basta a far si che il termine variabile nelle parentesi 
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abbia in vece per coefllcìenle a. Per cfFcUuarc questo cam* 
biamculo osserviamo che 

a + — x" ( ax—” + i ) 1 

e che per ciò 

P „„ t 

ar"'“‘</x(a+òx")v = x”+ ^•“*cfe(ax“"+ò)7 . 

Dunque applicando a quest’ ullinia formola il risultamenlo 
olteiiuto per la prima , avremo un altro caso di riduzione 

fffj 

alla razionalità quando m-\-~ sarà divisibile per n , ciofe 

quando ^•\-^iarà un intero , il che per rapporto alla 

funzione (i) importa dire : quando l esponente della va- 
riabile fuori la parentesi, accresciuto di una unità non 
è divisibile per quello della variabile in parentesi , ma 
ne risulta un numero frazionario che insieme coll’ espo- 
nente del binomio danno un intero. 

Dalla nuova forma che abbiamo data alla funzione (i) per 
. iscoprire quest’ altro caso, è anche chiaro esser 

ax~” 4 - b=zl^ o eh’ c lo stesso , a 4- bx'^=zisi^, (4) 

la sostituzione appropriata al medesimo caso ; cd il risultalo 
di essa in z, che è 

X— 'z/x(a+òx»)? = -^z^ ^ ' , (5) 

può aversi egualmente con tal sostituzione , che dà 





o con mutare nel precedente risultato (3) 


”P 



(agii) 

307. l tlelli Jue casi sono finora i soli nei quali i difRv 
ì'cnziali binomi si sappiano liberare dalla irraziunalilÀ. Ne 
sono esempi i differenziali 

x^dx { I + bx^ ) • , ed x'^dx ( a + a;® ) ‘ , 
Tcriiicandosi pel primo 

— = 2, e pel secondo — + i ; 

n n y o a 

jierò le rispettive sostituzioni i + bx^ = s*, ed a 
coi calcoli diretti che no conseguono , o pure il eonrnmlo 
colle formolc ( 3 ) e {0) valgono a cambiarli rispcUivameule 
nei differenziali 

^ z dz Iz — i) , 5 — ^ • 

3A« ' ' 2 (s®— *)* 

Integrati questi ( poiché non bisogna dimenticare che il fine 
di queste trasformazioni c l’integrazione ), convien poi resti- 
tuire a z i corrispondenti valori io x, dedotti dalle i'isp<.‘lli- 
\e sostituzioni ed espressi da 


I 5 Va-i-x® 

Z — V > 6 ~ > 

con che ricomparisce negl’ integrali la irrazionalità origina- 
ria dei differenziali : come era da aspettarsi. 

3 o 8 . Accenneremo due altri casi, dei più facili, nei quali 
si conosce il mezzo di eliminare, o almeno di diminuire il 
numero dei radicali esistenti in un' dato differenziale. 

11 primo à luogo quando il differenziale è della forma 

P T. * 

x^-''dxf[{a+bx’')l , a:"*, (*-f / 3 ar”j», (x-f-/ 2 Lr")«, oc.]. 

Allora ponendo 

*«••< . !1 ru... i 

«-f/ 3 a:”=z , SI a (osto ,{x-^-ISx")*=z , 

si à pure 


X =• 


■e in Gne si à 


•,doodex’""=( — - — 1 ,x’*-'dx=—z dz , 
\^/ »? 


(*+‘-)’=C-^ + 7 ~Ì- 
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-ì)iinqiic il ristillnlo non conterrà clic quest’ ultimo e solò rh» 
'.«licale ( polendo così aver nnclic luogo alcuno dei due casi 
dianzi esposti)^ e sarà del lutto razionale quando là funzio- 
ijc data non contenga il radicale clic alfetla il binomio 0 + 

Si 'verifica il secondo caso quando la forma del differen- 
ziale è più generalmente ' 



Allora la sostituzióne 






, inoltre dà per ar", e quindi pel suo differenziale , nx^—^dx^ 
e i)cr la sua potenza valori razionali in 2 . Dip- 


più il Valore di x’' in à risultando della forma 


à' + A'a" " ’ 


consimile anche risulta quello della frazione 


■ bx" 

■ b'x” ’ 


il quale 


por ciò si può indicare con 




ì 

Dunque il risultato 


non si troverà affetto che dal solo radieale 
£ 


\A'-i-B'z*u"/ 


nascente da ^ ® compiutamente razionale al- 


lorché quest’ultimo non esiste nel dato differenziale. 

Soqi Può esser utile l’osservare che le sostituzioni prati- 
cate nel n.® 3o4. , S.**, e nel n.° procedente non sono in fon- 
do che una stessa , e si può rendere in linguaggio ordina- 
rio dicendo che: a far disparire da ima funzione di x un 
numero qualunque di potenze frazionarie di questa variabile, 
o di una medesima sua funzione , basta porre la variabild 
o la funzione eguale ad un’altra variabile, innalzata al pro^ 
dotto di tutti i denominatori di tali potenze. 
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3 IO. Qaando un diflcrcnzinic binomio non si può rnni 
derc razionale, si procura di faroc dipendere la inicgrazionc 
da quella di un altro binomio difrcrcnzinle della stessa na- 
tura , ma il più semplice che sia possibile , per indi cflct- 
tuaro quest’ altra integrazione coi metodi approssimativi die. 
altrove saranno dichiarali. La riduzione di un integrale al- 
r altro si opera mediante la integrazione per parti, e coL 
fine di rendere più piccioli che si può i valori assoluti di 
tn & p'ì c pcrchò 1 risultati siano un poco più semplici , il 
primitivo differenziale binomio si usa scrivere sotto la forma 
arm — I rfa: ( « + )*’, supponendo che p vi esprima un nu- 

mero frazionario. A questo riguardo sono a distinguersi qual-i 
tro casi, 

i.“ Quando m c positivo , per farò ohe questo esponente 
si trovi impicciolito nel nuovo integrale, basta risolvere il 
differenziale proposto nel fattori ar™ — *» ed ' 

Allora r integrazione di esso per parti dà sulle prime 


a "» — ” 


IO-—» 
fi(/>-hS )b 



dx{a-\-bx")v-^' 


y 


dove se al di sotto del segno y veJesi impicciolito l’ espo- 
nente di X fuori la parentesi , per contrario si vede ingran- 
dito r esponente del binomio. Ma osservando che 

yr”— ” — ' dx(a-\-bx”)f-^^—fx”*~’‘ — ^dx{a-^bx'*y[a-\-bx”) 
z=afx”'—’*—' dx{a-{’bx"y -j- bfx”'— ’ dx [a-\-bx"y , 


la sostituzione di questo valore nella forinola precedente ci 
darà pel richiesto integrale 


^ x'^~^dx{a-\-bx'*y 


n (p 1 )ò 


^ — *^^”'—”~^dx{a-\-bx’‘y—' - J' x”'~'dx{a-\-bx"y, ; 

c infine risolvendo questa equazione rispetto ul medesimo in- 
tegrale , preso come ignota , sarà 


n\p-^ 




— "(rt-t-Aj ' — (»» — «) ii/f ”* — " — ' ix{a-^-lx*y 


( «I 4- np )ù 


..(A) 
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'Questa forniola iliminuisce , com’ è chiaro, 1’ esponente 
(lolla variabile fuori la parentesi di (iiianto è l’esponente 
della variabile in parentesi ; e però coll’uso reiteralo di essa 
il primo esponente si troverà infine diminuito del più gran 
multiplo del secondo esponente, che vi si potrebbe contenere. 

2 .* Quando p è positivo, si fa impicciolire di una unità 
osservando che 

Jx”'—'dx {a-\-bx’''f=Jx’"—^dx{a-\-bx'')^'{a-\-bx'‘) 

— afx'^—'dx (rt-f-ia:")'’—* +^^3:”*+"— 'fife {a-\-bx”'f~^ . 


In amenduc quest’ integrali l’ esponente del binomio è quale 
si desidera , st^ non che nel secondo integrale l’ esponente 
di X fuori la parentesi vedasi per contrario aumentato di n; 
ma noi possiamo ridurlo a quel di prima colla formala (A) 
dianzi trovala, la quale cambiandovi m in e jo in p — r 

ci dà 


fx^^n—x dx{a+bx*)>‘—' 


a;’"(a-4-Ax")P — majx ” — *</ar (a-h6x")P—‘ 


Adunque sostituendo questo valore nell’ equazione prece- 
dente , avremo 

■ dx(a+bx«)p= . , 0 ) 

in tip 

formola clic vale a diminuire l’ esponente /> del più gran 
numero intero che vi si potrebbe contenere. 

3.“ Quando ot è negativo l’ equazione (A) fa dipendere l’in- 
legralc primitivo da un altro più composto; ma risolvendola 
jier rapporto a quest’ altro integrale , c nel risultato cam- 
biando ancora m in — m-\-n, perché il primo membro abbia 
nel tempo stesso una forma semplice, e consona all’ ipotesi 
clic l’esponente della variabile fuori la parentesi è negativo, 
si ottiene la formola 

fx —’^ — * dx = I 

X— + • -+-(m — n— n^)4/ìr— ”+ " — ' dx {a-^6x’')P » (^) 

ma ] 

che vale a rendere più piccolo clic si può il valore assoluto 
dell'esponente negativo della variabile fuori la parenfesi. 
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4.' Per simil modo e ragiene , quando p è ncgalivo s; 
risolverà l’equazione (B) per rapporto all’ inlegralc cslslenfo 
nel secondo membro; e nel risulluto cambiando p in— /)-{ri, 
si avrà 


— I efo (Ì4-i j;n) — \ 

P+ * — (»n-t-n — np) fx”—^ dx (ar^òx ") — p f | • (D) 
n (p — 1)0 I 


formolo acconcia a diminuire il valore assoluto dell’ esponen- 
te negativo del binomio , del maggior numero intero che il 
medesimo potesse comprendere. 

Sii. Queste formolo possono esser utili bensì nei casi dove 
i differenziali binomi si saprebbero rendere razionali. Per 
darne qui un esempio , snppongliiamo che si dovessero > tro- 
vare ( come avviene in un importante problema di Mecca- 


- , esprimendo r 

y ax — X* 


i successivi numeri interi t, 2, 3 , ec. Per ciascuno di essi 
])olrebbesi adoperare il modo esposto nel n.‘’298, ma torna 
miglior conto il costruire una formolo die li l’accia dipen- 
dere ciascuno da un altro più semplice, sino ad avere in ul- 
tima analisi (283,3“) 


/ tl.T 

\UlX'—X^ 


arc.cos- 


A tal (lue , ponendo mente clic 




= x''~i dx (a — xY 
V ax — X* ' 


avremo dal confronto col primo membro dell’ equazione (A) 
m = r \ , n=r. i , p = — | , b = ~ i ; e quindi per- 
la sostituzione di questi valori nel secondo membro, la ricliic- 
sta forinola si trova essere 



x’’dx 
Uix — X* 


X’’ — '{/ax — X» 
V 



X"—' 

{/dk- 


dx 

-4.* 


(E) 
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XXV. Integrazione dei differenziali trascendeì. 

3ia. È raro clic ic funzioni liifierenziali trascendenti s 
possano integrare sotto forma finita. Però giova notare 
i.° Che supponendo 

fdlf[t) = F{l), 

sarà pure , conforme all’ osservazione del n.“ 283 , 

, fdxe-f{e-) = F(e^), 


fdxcosT.f(senT )=F(sca x) .f dx sen a:’.y’(cos a*)= — /^(cos x) 
y^=^y(arc.8enx)=/’(arc.senx)^ys^=^y(arc.cosT)= — /ì;arc.cos^ 

yia re . tanx)= F(a re . tana-) re . s . v . x)=F{arc . s . v . 


ec. » ce. 

perchè quest’ integrali si convertono in quel primo espresso 
in t mediante le sostituzioni 

i^lXy — es, = sonar, =cosjr, =arc. sonar, = are. così’, oc. 

2 ." Che quando la funzione f è algebrica , si à il van- 
taggio di potere almeno trasformare in algebrici i notai 
differenziali trascendenti. Di questo vantaggio godono ancor; 
in tal caso le funzioni 


dxf{ ) , (ixf( sen mx , cos mx ) , 

come si fa chiaro ponendo per la prima = / , c per 1 
.seconda sen wor = f, o pure cos nix = t -, e ne gode bens 
la funzione più generale 

dxj‘{sen mx, cosmx, sen imx, cos inix, sen.i'mx, cos.i'tnx, ec. 

quando », ec. son numeri interi, essendo nolo d;iiralgohr. 
supcriore il modo di esprimere sen zm.T , cos ùnx , ... coi 
un numero finito di termini affetti da potenze intere e posi 
live di scn?«ar e coswo-. 
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3i3. Ma è qui dove, passando a funzioni di forma mcn 
generale , mostreremo con esempi svariali ed importanti l'ef- 
fìcacia della integrazione per parti , annunziata già nel n.°284- 
Sia per primo il differenziale Pz" dx , dove Pez espri- 
mano due funzioni di a: , la prima algebricii , la seconda 
trascendente ma la cui funzione derivata s' sia pure alge- 
brica. Supponendo fPdx=~Q, l’integrazione per parli oi 
darà 


dx=f z”. Pdx = Qz’‘ — nfQz” — • z'dx , (i) 

risultato dove il nuovo integrale è più semplice del primitivo, 
quando n è maggiore delr unità. 

Quando n è negativo, o clic torna Io stesso quando con n 

positivo si considera la frazione scriveremo questa sotto 

la forma — c=— — , c cosi 1 integrazione per parti ci 
darà 



=/? 


P dz 
a" 


P I » P » .P 
(n — i)z" — * a' n—\J a"—* a' 


:(*) 


risultalo che presenta bensì un integrale più semplice del 

f irimitivo quando n eccede 1’ unità , ma che prendendo una 
orma indetcnninaL') quando n—i , non sarebbe applicabile 
a questo caso particolare. 

Per venire al concreto , supponghiamo che si tratti 
dell’ integrale fx”* ( /a* )" dx. 

Il confronto di esso colla forniola (i), o più semplicemente 
ancora l’ immediata integrazione per parli ci darà 


fi 

fx^~^'(lx)”dx=f{lx)".x”'-^'dx=—{lx}’'—-—fx^—'(/x)’‘-^'dx , (3) 

e questo risultato mercè il cambio successivo di n in n— i, 
n-r^^y n— 3, ec. conduce facilmente, quando n è intero e 
positivo , all’ espressione 





ii(n — i)..3.2. 

7/1" (,/*■)" 


-] . (4) 
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In pali modo , sia mcdinnio la formoia ( 2 ) , sia coH'im- 
incdiala inlcffrazionc per parli, sia ancora desumendo dalla 
l'ormola (3) l’ inlegralc scrino nel secondo membro, e nel ri- 
sullalò cambiando m in + i , ed n in — «+ i, si ot- 
tiene . i 




a?”* 4-* , m-i-i paf^dx 

— ‘ n*— 1 / (txY — *’ 


3f^dx 


(«— i)(/x) 


e replicando questa riduzione mercè il semplice cambio di n 
in 11 — I, in n — 2 , co. si-ritrova , quando n c intero 


Ic^dx 

«*"+ *1 

(ixY~^~ 

{ixY 1 


Ix , w-f-i)(/a?)® 




(w-hi)"— '(/a;)”— ' 1 , (ot+i)»— > psi^dx 

' ' ' ■ (n — i)(jj — 2)...3.a.jJ — 1 )(« — ^^2)...3.2.it/ là 


( 6 ) 


Del resto non è quest’ ultimo inlegralc il più semplice cui 
■possa ridursi il primitivo , poiebe supponendo 


0lliemy'S^=y'|. 

3x!). Supponendo lx'=t, si à facilmente 

quindi avremo questi due nuovi integrali cambiando senz’altro 
calcolo Ix in / , ed a: in é nei secondi membri delle for- 
mole (4) c (6). 1 due risultati , scrivendovj nuovamente a: in 
vece di /, c nel secondo m — i in rece di x» , sono 


emXxnT 
r^m-c ^ndx:=z 1 


n n(n — 1 ) n(n — 1).,.3.2 )' 

I ± 


mx 


m”x" J'" 



gmx 


(il — 1 )x"~‘ 


[ 


vìx ■ . 

' + r— : + 


n — 2 (>J — 9.){n — 3) 


„,n — 2j.n — 2 1 ffi » — > pi”'Xt 

”^(»i — 9)(>i — 3)...3.2 .i| {n — 9.)(>i — 3)...3.2.Jt/ x 


"'xdx 


( 8 ) 
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3i6. Per combinare adesso nel difTercnzialc una poicnza 
iH X con un seno o con un coseno , osserviamo prelimi- 
narmenlc che , 


cos mx 


m 

scn Ttix 
m 


J* dx sen mx = wctesen mx=- 

^ dx cos mx = ^ndx cos mx = 

Dopo ciò r integrazione per parli dà subito 

/ X”. tìtesen mx=z — 4- — / a;”—* dx cos mx . 

_ sen mx « /* , 

X'* . oarcos mx = X^ / X " — ' dx sen mx : 

m nit/ 


formolo il cui uso ripetuto compirà l’ integrazione quando n è 
intero e positivo. 

Quando poi n è intero ma negativo , con desumere ( mercè 
il solilo ripiego ) dalle stesse formolo gl’ integrali esistenti 
nei secondi membri , o mutar poscia n in — ZÌ+ i ; o pure 
con una nuova integrazione por parti si ottiene 


/?/xscn»nar . scnmx , m p 

=/sen?n3T.a—"ffx=— 7 ^ + / 

a?" •' (n — \)x '' — ' ' n — i»/ 


m pdxco%mx 


(ìlxcoimx /. , cosmx m pdxionmx , . 

./ =\vmmx .x—”dx=. — r / ;(io) 

a;» (»— i)a:»— * n~\J ' 

ed è chiaro die por l’uso reiterato di quest’ altre formolo 
dipenderanno ultimamente gl’ integrali primitivi 


X ” — ' 


«tecoswx 


/ «/xspnwx ^dxcoswx . pdx^enmx P 

^ ’J X" tagia iiy ^ ,J 

Siy. L’integrazione per parli dà pure 
r, r , I c"‘^sennx n 

Jdxe”'^?£unx=J&cnnx.e”'^ dx= Jdxe'^co^nx , 


fdx e^^cos «a: = /cos nx.e”'^dx = ^ . ^^^ -—^ILjdx e“® sen na" ; 
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qtiiudl siccome ambedue queste equazioni presentano due soli 
ed istossi integrali , questi si desumeranno da esse colla eli- 
minazione , c sì avrà 

-, „ msennar — ncosnx , . 

Idxe”'^sennx= ; c"* , (ii) 

y ,, racosnar-f-fiseniix , . 

dx e”'^cos nx = e"** . ( 12 ) 


Con questa conoscenza si può, al bisogno, procedere alla 
integrazione dei difTercnziali vieppiù composti 

dx x* e”'^iea.7ix , dx ar^e”*cos nx , 

applicando loro l’ integrazione per parti dopo averli scrìtti 
sotto le forme 

. dx e"** sen nx , a^.dx e“* cos nx. 

Con tal modo si va incontro a nuovi integrali della forma 

fllfdxx^—^ e”'^scnnx , Nfdx x‘~~' cos nx , 

dove J/ ed JV esprimono quantità costanti ; e quindi si ren- 
de chiaio che quando / è intero e positivo , devesi ultima- 
incnlc pervenire ai qui trovati integrali (ii) e ( 12 ). 

Quando poi / è intero ma negativo , operando sempre 
collo'stesso metodo sui differenziali 

e"*® sen nx.x — ’dx , cosnx ,x—^dx , 

si aiidià facilmente persuaso che ciascuno di essi dipende 
in ultima analisi dai due integrali 



dxe’^rsennx 

X 



dxe^xcoinx 

X 


3i8. I differenziali trascendenti che più volentieri si pre- 
sentano nelle applicazioni essendo affetti da linee trigonome- 
triche , e queste potendosi esprimer tutte in funzioni del seno 
e del coseno , il resto di questo articolo riguarderà 1’ inle- 
grizioiie dei più ovvi differenziali alfelti da seni e coseni. 
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I più semplici dopo i due dj'senmx j dxcosmXj di s 
pra ( 3 i 6 ) notali , potrebbero essere 

dxseamxscnnx , dxcosmxcosnx , dxscnmxcosnx , 

ove al Banco di dx voggonsi i prodotti di due lince trigono- 
metriche , fra seni e coseni ; ma siccome la trigonometria in- 
segna a trasformare simili prodotti nella somma o nella dif- 
ferenza di due altre consimili linee , è chiaro che dopo ciò 
r integrazione si riduce al caso di un sol seno o coseno. 

in simil modo , si procederebbe alla integrazione di un 
differenziale ove si trovassero insieme moltiplicati tre seni o 
coseni , trasformandolo in due differenziali affetti ciascuno 
dal prodotto di due altri seni o coseni , e cosi di seguito, 

819. L’integrazione non sarebbe guari più difficile quando 
dx fosse moltiplicato per una potenza intera e positiva di 
sonar o di cosar, perche si lumno le formole atte a con- 
vertire simili potenze in seni e cnsoui di archi multipli (*). 
Ma indipendentemente da tali fonuole , noi andremo ad in- 
tegrare la funzione più generale 

</arsen’"arcos"ar, 

dove m cd n possono essere negativi non meno che positivi. 

Nel caso particolaie che uno degli esponenti m , n fosse 
r unità, l’integrazione si compio subito, qualunque allor fosse 
r altro esponente , perche secondo l’ osservazione fatta nel 
n." 3 i 2, abbiamo 

P, „ cos"+«ar n, sen”*+ *ar 

./aarsenar.cos“ar= r— i /«arcosar.scn"*ar= . 

^ n-t-i V ffi+i 

Negli altri casi poi col supporre sen ar= / , o pure cosar=/, 
il differenziale proposto si cambia in una funzione di t 
che c razionale quando m 0 pure n c dispari , e che di 
più è intera quando m o pure n è anche positivo; quando 


(*) Pòtromoio qui desumere iati formotc da quelle dimostrale nella 
nota al n.° 3o2 ; ma, a dir vero, simili rieerclie sembrano convenir 
meglio a quella elle dicesi algebra superiore , o introduzione al cal- 
colo differenziale ed integrale. 


Digitized by Google 



( 296 ) 

poi m cd n sono tulli due pari , (al funzione risulta nifelta 
de im radicale quadrato di un binomio di secondo grado, e 
si può rendere razionale sia mediante i numeri 298, e 299, 
sia pel n.° 3 o 6 . Ma siccome per quest’ altri casi , eccetto 
forse il primo , farebbe mestieri , usando i mezzi esposti nel 
citali numeri , di nuovi e non brevi calcoli per compiere 
r iniegrazione, torna preferibile l’operare direttamente sul dif- 
ferenziale primitivo, cercando impicciolire i valori assoluti di m 
ed n colla integrazione per parti. 

i.“ Quando m è positivo , avendo riguardo al primo de- 
gl’ integrali scritti pocanzi , si à 


J* </arsen“xcos”a:=* J* scn" — . </xscna? cos"a:: 

scn”*— ’arcos” + ’a: , w— 1 


«-Hi 


— - r ctesen"*~-*iFcos"+*a: 
n-Hi J ’ 


dove l’ esponente di scn x nel nuovo integralo vedesi già di- 
minuito (li due unità. Siccome però quello di cosa: è per 
contrario cresciuto di nltrcttanlo , osserveremo che questo in- 
tegrale non differisce da ^ 


J* ofescn”— *a:cos"a:(i — scn«a:) 


=--/ 


dx scn"*— ®a:cos"a:- 


■/ 


r/a* sondar cos" a: . 


Quindi sostituendo questo valorq nell’ equazione jirecedenlc , 
e risolvendo quella che ne risulta jwr rap|)orto all’ integrale 
proposto c comparso ancora nel secondo membro , si avrà 

,, , scn"» — »j’cos“+*a: , m — x p, 

/aa'Scn”*a:cos"a:= 1 -Jdxscn’^ — ®a:cos"a: . (A) 

’’ w-H« »H-« ' ' 


2." Con un calcolo affatto simile , o più semplicemente 


con supporre — s affin di voltare il seno in coseno 

c viceversa , c con rimettere nel risultalo , x in luogo di s, 
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e scambiar tra loro i simboli m n , 
mola 


si perviene alla for- 


rj _ ^ sen«+*a:cos " — , n — i 

7airsen"*arcos"ar= 1- /fltesen"*arcos"“ •a*. ^B) 

•' OT-i-n*' ' ' 

cbe serve pel caso in cui n è positivo. 

3.® L'equazione (A) non risponde al suo fine quando m 
è negativo , perchè il valore assoluto di questo esponente ve- 
desi allora cresciuto anzi che diminuito nel nuovo integrale. 
Ma , coU’artifizio più volte usato , risolvendo l’ equazione per 
rapporto a questo integrale , e nel risultato cambiando m 
in — m + 2 , si ottiene la formola 



cos" X 
sen"*a? 


cos”-l-'ir 
(m— I )sen”*— * 



dxeo^x 
gen”*— • 


, (C) 


appropriata al caso in quistione. 

4.“ In fine, operando similmente sulla formola (B), o pra- 


ticando io essa la pocanzì detta sostituzione, x = ^ — z, se ne 
desume l’altra 



sen”ar *en"H-'ir 
costar («— i)cos“— 


n — m — 


n — I 


,/ cos" — •* ’ 


(D) 


che pur diminuisce l’esponente del coseno. 

320. Tra le formole particolari comprese nelle quallrogià 
trovate , si possono distinguere le seguenti : 


f dx X = — 


sen*"— «ar.cos® . »i— i 


m 


/ dx sen" — 'x , 

m ^ 


J" dx cos” X 

cos“— '®.scn* . «—I /» , 

/ dx cos" — 

« n t/ 

^ dx 

cosar 1 fw— 2 p dx 

«/ sen^a: 

{m — i)sen*" — ' m — 1«/ seu™ — *x ’ 

P 

seii® 1 ti — 2 p dx 

J cos"® 

(/I — i)cos" — 'X ' n — I »/ cos" — »x ’ 

38 


*T 


) 
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fdx'^= fdxs,>tì—x, 

t/ cos“a: t/ m—\ 

/ , cos"ar /* , col» — *a? p , 

dx = / dxcoV'x= / ctecot®— "ar. 

sea»a; «/ n— i 

Le prime quattro non han bisogno di esser dichiarate. La 
quinta si può trovare cambiando prima n in m nella for- 
mala (D), c poscia simplillcando il nuovo integrale , che per 
tal modo si prci^enta , colla forinola (A) in cui si cambierà» 
in — m-\- 2 . Parimente si può desumere la sesta dalle due 


(C) e (B), o meglio dalla quinta colla sostituzione ar= 


2 


— z. 


321. Intanto siccome le formale (A), (B) , (C) , (D) ogni 
volta che sono adoperale diminuiscono l’ esponente del seno 
o del coseno di due unità , è chiaro che per mezzo loro si 
arriverà ultimamente ad altre formole dove ciascuno di tali 
esponenti sarà + i , zero , o — i , secondo che in origine 
era dispari c positivo , pari , o dispari e negativo. Quindi 
formando tulle le combinazioni , avremo i nove integrali 

f dx sen x . cos* x, f dx semr. cos°x, f dx sen^r.cos — «ar , 

y*r/a: sondar, cos'x, yt/r sen°x . cosV , sen°a:.cos— 
f dx sen — 'x.q.q'ì'x,/ dxsen — 'x.cos°x,/dxsea — 'ar.cos — 'x, 
tre dei quali , vai dire il secondo il quarto ed il quinto son 
cogniti , e i sei rimanenti sono come appresso : 


J* fifa: sen ar.cosar= J* fltecosar.sena:=^sen*a?,peln.*3ig, 

/ cteenar , Pdxcoix , p dx , 

=— /cosa",/ =/sena:, / = /tanar,n.®31, 

cosa: if seux sena:. cosa: 


%/ sena: / a sen-cos- / 

a 2 ^ sei 


dx 


X X 

sen cos - 


=/lan \ , 
2 
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3a2. Per conclusione di quanto è detto dal dif- 

ferenziale dx sen” x . cos” x si può integrare sotto forma 
finita quando m ed n son numeri interi. Da ciò segue che 
può dirsi lo slesso del differenziale più composto ar'cte seri"*x. 
cos"ar, quando l sia infero e positivo ; perchè risolvendolo 
nei fattori x^, cte scn*» ar . cos" a:, ed applicandovi l’ integra- 
zione per parti, l’esponente l risulterà impicciolito di una 
unità , e con ciò dovrà finalmente sparire. Quando poi / 
fosse negativo ossia — /, risolvendo il differenziale in discorso 
nei fattori sen^a: cos” ar ed ar — ^ «te , l’ integrazione per parti 
ne farebbe dipendere in ultima analisi l’ integrale da altri della 
forma fx — ‘ ntesen(*a:.cos>'a:, e con numeri interi per /tz e v. 

323. I differenziali a?' «Zar ( are .sena’)”*, a:' rZa: ( are . cos a: )" 
con supporre a:=senZ, o pure x=co%t , ch’è quanto dire 
arc.sena? = /, o puro arc.cosa:=/, divengono rispettiva- 
mente /"*r//senVcos/, — /”(//scn/cos'/, riducendosi cosi al caso 
precedente. Dunque i loro integrali si potranno avere sotto 
lorma finita, o pure dipenderanno da altri della forma 
ft — ‘rZ/sen(*/cos*'/, e dove fz e v dinotano numeri interi, 
secondo che m ed n saranno positivi o puro negativi , sup- 
posti sempre interi al pari di / : e questa maniera di tro- 
vare o ridurre alla maggiore semplicità gl’ integrali in pa- 
rola , sembra più spedita di quella che risulterebbe dall’ im- 
piego delle formolo (i) , ( 2 ) del n.® 3i3. 

324 . Per dar pure , circa i differenziali affetti da linee 
trigonometriche , un esempio che non sia monomio , e che 
altronde s’incontra in applicazioni importanti, prenderemo 
ad integrare la frazione 


dx 


(A) 


o-t-4cosa? 




cosar= 



I— 


quindi pel n.* 35, sarà dx = == - , ed il propo- 

' * ’ sec»ar i-+-/* ‘ ' 
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■lo differenziale (A) si cambierà nell* altro meramente alge- 
brico 

2A 

a-hb-\-{a — b)t* ’ ' ' 

Circa r integrazione di questo potremmo rimetterci alle 
cose precedenti , ma volendola qui effettuare distingueremo 
i tre casi : a minore di i , o eguale & b, ed a maggiore di à, 
I.” Quando a e minore di b scriveremo la frazione (B) 
sotto la forma 

zdt •ì.dt I 


b-¥a — {b — a)t' 


b—a ' /*■ 


supponendo per brevità^ — ^ = c’. Cosi spezzando la fra^ 
zione — ~ nelle sue parziali colla regola del n.“ 287, il diffe- 
renziale precedente diviene * T-TTr: ~4 Il » 

^ L^-+-« t-c\ 

in conseguenza à per integrale 

véli [/('+ »)-'(<-<')] = Vli=. 

Quindi restituendo a e il suo valore, e riducendo avremo: 
dx I , 


pera 


<‘./- 


■ (■) 


i-t-icos« \Jb' — a* y^_a.ian£ — \Jb-\-a 
*.• Quando a fe uguale a b, la funzione (B) diviene sem 
plicissimamenle e però si ha subito 

^ ® . (2) 


t I . * 

_= — tan — ; 

a a ^ 


per a = b,f -^_^^ — 
come, osservando che i -f cos a: = 2 cos* - , si poteva im- 


mediatamente dedurre dal n.“ 277. 
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3." Finalmente quando a è maggiore di fi, paragonando 
il differenziale (B) col secondo di quelli integrati nel n. 2od,4> i 
il suo integrale si trova essere 


A 


7.dt 


are. tan i 


A 


— 6 . 
Té’ 


(3) 


e quindi eliminando i risulta 

pera>4,y’jqfjj=^-=arc(lan=j/|5^.tati ^). 

325. Dal ritrovato integrale della funzione (A) si può far 
dipendere in ultima analisi quello dell altra più generale 

(»-4-j3cosar) (/.ff 
{a^ò cosar)** ’ 

quando n c un numero intero e positivo. Difatti supponendo 
essere identicamente 


A 


(«•4-j3C08iE)<fe 


Lsenx 


■ /' 

l""' ‘ gr£t/ 


{M-^Nco%x)dx 


- (D) 

(o_l_^cosx)" (o-l-écosj:)""^ ‘ sigi/ (a~t”écosx)" 

dove L , M, JV dinotino costanti indeterminate , potremo ri- 
trovarne i valori differenziando la supposta equazione iden- 
tica , liberando il risultato da rotti , ed eguagliando partita- 
mente fra loro i coefficienti delle potenze simili di cosar nei 
due membri , dopo aver sostituito i—cos* or a sen®x. Con 
questo mezzo si hanno le tre equazioni 
(n — i)fiL-{'aM=»,aL-^-bM-\-aIV =^,{n — z)L — N—o, 
che danno L , M , N i valori 


L=z 


OjS— «i 


(n — i) (a* — é®) 


_ c«— é/ 3 n— 2 flp— «é 

’ ' “ «"-é*' ' ~ r o®-é» ’ 


e dalla loro sostituzione in (D) risulta 1’ equazione effettiva- 
mente identica 


(a-|-/3cosar)rfa? 
(o + ócosa:)" 


( BjS — «é ) sen X 


(« — I ) (a® — é® ) (a-J-écosa?)"— “ 


/ 

1 /®(« — 1)(«* — é/3) + («— 2)(fl^ — »A)cosx_ I 

(n— ,)(a®— é®) J (a-t-icosar)’*— • ~ ) 


(E) 
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Con questa equazione applicata n — i volte di seguito^ l’in. 
tegrale della funzione (C) si fa dipendere da quello di un’al. 
tra della forma 

(A+kcosx)dx p, 

fl+icosa: ’ ' ' 


la quale non ammette riduzione ulteriore , perchè la detta 
e(juazione assume una forma indeterminata quando n=i ; 
l’integrale poi di (F) si riduce immediatamente a quello della 
funzione (A) del n.” precedente , perchè colla divisione effet- 
tiva del numeratore pel denominatore si à identicamente 
>tcosa:-l-^ A i/l — ai 

icosx+a 6 ‘ cosar ) ’ 


q^uindi 


/ 


(4-f-A-cosar)</ar 

a-i-Acosa? 




6i — ai 


A 


dx 

-t-i cosar 


Quando il numero n non è intero , s’ignora il modo di 
esprimere, sia algeirricameiite sia per le trascendenti ordina- 
rie , r integrale della funzione dx ( a-\-bco%x )" sotto forma 
iìnitap. 


XXVI. Integrazione per serie. 


326. Per ridurre in serie l’integrale fdxf{x) basta sosti- 
tuire alla funzione f{x), o a qualche suo fattore la serie in 
che si può svolgere l’ una o l’ altro , e poscia integrare i 
singoli termini 0 parti del risultato. Se la serie costituita da 
quest’ integrali parziali è convergente , si avrà in essa il 
mezzo di valutare per approssimazione l’integrale proposto, 
quando non si può esprimerlo sotto forma finita. Adunque 
essendo (81) in generale 

/(^)=y (o) +/' (») • ^ x^-i-ei'.., ( i) 


sarà puro , generalmente parlando , 

/*/{.)=yìo).x+/(„). 1-+/:^ i + oc. (0 
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Questa serie potrà easere impiegata in lur^o deU’ial^ra- 
le fdxf{x) , se sarà conyeigenle pel valore che intendesi da- 
re ad x: or noi dimostreremo che questa condizione si verifica 
quando la serie (i) è convergente per lo stesso valore di x. 

La cosa è presso che evidente quando i segni dei termini 
della serie (i) son simili fra loro , almeno dal termine di 
un certo rango in avanti , perchè lo stesso avrà luogo nella 
serie (2) a contare dal termine del medesimo rango ; ed al- 
lora i termini successivi della prima serie si troveranno pre- 
sto o tardi ( secondo il valore assegnato ad x ) rispettiva- 
mente maggiori dei corrispóndenti termini dell’altra serie, ve- 
rificandosi cosi uno dei casi di convergenza notati nel n.° 83 . 

Ma qualunque siano i segni dei termini della serie (1), 
fatta la ipotesi che essa sia convergente, il valore assoluto del 
rapporto del suo termine generale, ossia al termine 


seguente 0 vero (n-f cioè a dire 


/‘•Yo) X 

/(»— «Y») « 


avrà per 


limile , rispetto di n crescente , un numero non maggiore 
deir unità (*). Dunque siccome per la serie (2) un consimile 


rapporto 


viene espresso da 


/•Yo) ^ 

(o) M-4-I 


il limite di que- 


sto sarà certamente minore deU’unilà , e quindi la serie (2) 
sarà convergente. 


(*) Noi supponghiamo noto dall’algebra che la serie 


è convergente o divergente, secondo che il valore assoluto del rap- 


porto 



si avvicina , crescendo a , ad vn limite minore o mag- 


giore delF unità. Quindi siccome questo teorema non si trova negli 
elementi di algebra del sig. Lacroix , ai quali noi siam soliti di rap- 
portarci , ne daremo qui brevemente la dimostrazione. 
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327. In ordine alla convergenza che necessariamente deve 
aver luogo nella serie che si può sostituire ad un integrale, 
osserveremo che quando il valore da darsi alla variabile e 


Notiamo con , «3 + i . • • • ^ ‘®'‘' 

mini K, , «3 , . . . cosi che abbiasi ^ 

= ,«2t=±»a,. ..«„=± 4 ’n,«n+»=±"n+*» - • ’ 

Sarà evidenlemenlo 

e però dimostrando la convergenza della seconda serie , resterà viep- 
più assicurata quella della prima. 

Sia X il valore assoluto del limite del rapporto , ossia il li- 

,nHe di , valore che per fissare le idee supporremo minore del- 

l’unità; e chiamando i* un qualunque numero intermedio a X ed allW 
tà , supponghiamo n abbastanza grande perchè , a simiglianza di x , 

nia‘“”~^ * : lo stesso avrà luogo pel valori di n vieppiù grandi, • 

*’n 

così da un certo valore di n in sopra sarà 

, ®nf a <l*®n+ » » ‘ 

e sarà maggiormente 

^n-f-a ^ » • • • 

Da ciò segue dover essere beusl 

-4- ec. <®„ 5 

ma il limile di questo prodotto è zero a simiglianza di quello del fat- 
tore ®_, perchè a motivo di f* minore dell’unità, il limite dell altro 
fattore , ossia della progressione geometrica decrescente (*-!-(*» -t-(xM-ec. 
è una quantità finita; dunque la serie w, -4- -t- -t-ec. avendo per 
resto , o complemento dei suoi primi n termini una quantità che al cre- 
scere n si avvicina indefinitamente a zero , sarà convergente. 

La stessa dimostrazione , leggermente modificata , prova che la^ se- 
rie Mi -t- Mg - 1 - «, -t- ec. , è divergente quando il limile X è maggiore 
dell’unità. E in consimil modo ancora si dimostra che la serie è con- 
vergente o divergente, secondo che J/®n si avvicina ad un limite mi- 
nore o maggiore dell'unità a misura che cresce n: dinotando ** 
valore assoluto del termine generale »•• 
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minore dell’ unità, convien cercare, generalmente parlando, 
una sene ascendente , perchè in questa si vcrilica più vo- 
lentieri che 1 termini divengono, presto o tardi , decrescenti: 
CIO che costituisce la prima condizione indispensabile per la 
convergenza. Al contrario , quando il valore che devesi at- 
tribuire alla variabile è maggiore dell’unità, fa d'uopo in 
generale che la sene sia discendente , perchè nelle serie di 
questa specie avviene ancora più spesso che i termini a lungo 
andare vadano diminuendo. La formala di Stirling dà coniò 
noto, lo sviluppo della funzione /(a:) in serie ascendente; 
ma se la funzione ammette bensì uno sviluppo in serie di- 
scendente , lo si potrà , in generale , aver pure da quella 

formola sostituendo j ad x nella detta funzione, e svilup- 
pando la risultante funzione di 2, o qualche suo fattore 
in sene ascendente rispetto a 2, dopo aver praticata, se 
bisogna , qualche trasformazione propria ad impedire che 
I coeliicieuti differenziali successivi della funzione o del 
laltore divengano infiniti quando si pone 2 = 0. É chia- 


ro che dopo ciò sostituendo ^ a 2 , come conseguenza della 

prima sostituzione, si avrà una serie discendente rispetto ad x. 

L integrazione per parti, ripetuta niiiformcmciile somministra 
aneli’ essa delle serie or ascendenti or discendenti : come lo 
abbiam veduto nel 3 .“ esempio de! n.“ 284.. Ed in fine 
quando la serie che meglio converrebbe non si presenta con 
facillà, sonovi delle formole generali ( e noi ne daremo alcune 
in prosieguo ), con che si può sempre valutar per approssi- 
mazione il valore di un integrale qualunque. 

328. Per aggiungere intanto alcuni esempi a queste osser- 
vazioni generali, considereremo in primo luògo il difierenziale 

p 

x*^~* ax{a-+- 6 x ”)9 , che non si. sa integrare ( n.® 307 ) nè 
algebricamente nè per le trascendenti ordinarie, se non nei 


casi dove 


— , o pure- -f- son numeri interi. Per questo esem- 


pio non è nec^saria la formola di Stirling , essendo alPuopo 
suiBcieule il binomio di Newton ; quindi siccome 

39 
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p p / ^ \ g 

(a-f-ix")?=s a9\i 4- > 


lo sviluppo di quest’ ultimo binomio , e 1’ integrazione dei 
successivi monomi che si presentano dopo la sostituzione di 
tale sviluppo nel differenziale proposto , darà facilissimamente 


+ 


(0 


ar"*— ’tìte(o+àx“)? =a?l H- 

' ' y^m q a m^n 

p{p—q) ^» ar«» + «" p{p—q){p-^q) + 1 

i.a.y* a* OT-+-2» i.a.Sy* o* wH-Sa ' 'J 

serie convergente (io6) per tutti i valori di x minori, astra- 
zion fatta dal segno , di ^ 

Per avere una serie discendente rispetto ad x, osserveremo 
che 

p np p 

x^—'dx{a-^òx^)ì=x^ T ' d^{6+ax—”‘)i , 


e però sviluppando in serie 

? . f 

(b-\-ax—”)9, o piuttosto 67 



ì 


indi moltiplicando il risultato per a;" + y ‘dx, e integran- 
do , avremo 


/ ? p r 

x”—'dx{a-\-6x’')g = dJ I ■ 


. »P 

qx”* T y p a qx 
r Z~i. 


_7_ + 

mq-i-iip ' q b mq-i-n(p — q) ' 

in+ "(;>— «?) 

p(p~?) ^ y -f ec. 1 ' 

I . ay* 6* mq-+-tì{ p—ìtq) ' J 


(2) 


serie convergente pei valori di x maggiori^ prescindendo 
dal segno, di t>1- 


Se a e son tutti due positivi, o pure se o è dispari , 
l’una o l’altra di queste serie ( secondo il valore che per 
la natura della quistione dee avere x ) potrà dare il valor 
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prossimo dell’ integrale ; ma quando q è pari si deve por 

H 

mente clic la prima serie , a causa del fattore cfl , diviene 
immaginaria se a è negativo ; e lo diviene la seconda se & 

p 

è negativo , a cagion del fattore 6 ^. Ciò pertanto necessi- 
terebbe la ricerca di altre serie, se il differenziale non dive- 
nisse immaginario ancor esso pei valori di g: che rendono con- 


vergenti gli sviluppi di o di -4- c 

pei quali sussistono 1’ equazioni (i) o (2). 


Sia come esempio particolare 
mio di Newton 


dx 


. Avremo col bino- 


jTrb = ( uil"” + “ • ’ 

e però moltiplicando questo sviluppo per dx c int^rando , 
verrà 


/, 


dx , I X* 


+ — 
~ n A 


9.4 9 2.4.6 i 3 


serie tanto più convergente , quanto minore sarà x in con- 
fronto deir unità. 

829. Talvolta , come fu indicato nel n.® 826 , si pratica 
l’integrazione per serie risolvendo la funzione J’(x), che mol- 
tiplica dx, in due altre come f(x) e 4"(^) > e sviluppando 
in serie una soia di queste, per esempio I termini nei 

3 uali si divide per tal modo il differenziale j (a:). ote essendo 
ella forma aaf^dx.<i^{x) , si richiede che la loro integra- 
zione sappia effettuarsi colle regole conosciute. 

Sia per esempio il differenziale 

dx 

\J{ ax — X* ) ( 1 — akr) ’ 

che s’incontra in una quistione di Meccanica. Sviluppando 


Digitized by Google 



(3o8) 


col binomio di Newton il fattore — *, il differenziale 

proposto si cambia nell’ altro 

tir / .1 . > -3 . . . 1 . 3.5 , , , \ 

V~— C I + - H ), 

\ ax — ar*\ a a. 4 2.4.6 / 


ciascun termine del quale avendo la forma 


Àx^dx 

1 /ox — X» 


, potrà in- 


tegrarsi col modo dichiarato nel n.“ 3ii. 

33o. Siano ora i dilTerenziali — ; — , , i cui iole- 

Ix X 

grali , non esprimibili sotto forma finita , dipendono (3i5) 
uno dall’ altro, 0 però non costituiscono che una sola tra- 
scendente di genere pur diverso dalle ordinarie , come quelle 
dei numeri precedenti. Osservando che 

_ , . m'‘x* , m*x5 , 

-\ 1 7-+ec. , 

9 2.0 

si à bentosto con serie sempre convergente 

/ e”t^dx , , , tn* X* , x^ , 

——=/x + mx-ì--—— -f — _ + ec. 

X 3 2 2 • V V 

33 1 . In siinii modo per gettare in serie Tintegraley^ * cfx 

dio .si |)resonln di continuo nella teoria analitica delle pro- 
babilità , basta osservare che 

^ =i-a: + — - — + ec. , 

d’ onde si à tosto lo sviluppo convergente 

33a. or integrali anche più composti 
»f/xscn»n.r (*dxen&mx pdxe^tennx pdx co» nx 

le J i ’ 


SCI! tn.r ^ dx l’os mx 
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che in fine dei numeri 3r6 e 817 notaronsi come semplicis- 
simi nel loro genere , si esprimono per serie sostituendo a 
sen.mx e cos.wr i noti loro sviluppi ( 120 ). Inquanto al 
terzo si potrebbe anche svolgere in . serie e"*® io luogo di 
Senna:; ma il quarto coll’ uso delle serie esprimeuti cos «a:. 


o pure e"*® 



dx cosna: 

X 


f*dx 

dipenderebbe da una delle trascendenti J — 

, mentre si può in vece far dipendere da un lo- 


garitmo e da una serie. A tal fine basta sviluppare in serie 
la funzione e”*® cos nx colla forraola di Slirling, e in simil 
modo il terzo integralo può aversi con uno sviluppo meramente 
algebrico mediante la serie che nasce dalla funzione c^^senna:. 
Queste due serie sono 

^3 ^4 

e^seanx=nx-\-( 2 mn)—-h{‘Sm*n — ' ^ - l c c. 

«mJ:cosnx=i-f-f?wH-(OT'— 3OTn*)^-h(»»4 — 6m*n® 

e la legge che seguono i coefficienti dei termini successivi 
si appalesa dal procedimento del calcolo : elevando il bino- 
mio m+n alle potenze 2 ,* 3,* ec., e prendendo con se- 
gni alternativi i termini di rango pari , o quelli di rango 
dispari , si ottengono i coefficienti rinchiusi nelle parentesi 
della prima o della seconda serie. 

333. Anche il differenziale dx ( a+òcosx )“, che si pre- 
senta spesso con esponente frazionario e negativo neU’^«/ro- 
nomia fisica , si notò nel n.® 325 come incapace di essere 
integrato sotto forma finita, quando m non è intero. La pri- 
ma idea che si presenta nel volerlo integrare per serie è quella 

( 6 \"* 

I + ^os X j 


col binomio di Newton , essendo nota l’ integrazione dei dif- 
ferenziali della forma A^dxcos"x; ma questo procedimento 
conduce nell’ integrazione di 'ciascuna parte del risultato a 
termini , fra i quali ve ne à dei simili a quelli che nascono 
dalla integrazione delle parti precedenti , il che rende lo svi- 
luppo definitivo difficilissimo ad ordinare. Pertanto Eulero e 
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Lagran^e, i primi, han cercalo di ridurre lanzidetta espres- 
sioae ad una serie della forma 

A-\-B cos ar + (7 cos 2 a: + Z?cos 3 a: + ec. 

Siccome però gli artifizi notevolissimi di analisi , a tal fine 
immaginati da quei sommi geometri, non sono di natura ad 
essere con brevità esposti in un libro elementare , noi ci ri- 
metteremo per questo al gran irallato di calcolo differenziale 
ed integrale del sig. Lacroix , Voi. II, numeri 4-i>b, ... 4-64- 
334 . Termineremo questo articolo facendo osservare, che 
sovente il mezzo più acconcio a risolvere in serie una fun- 
zione è quello d’ integrarne per serie il differenziale. Cosi per 
ridurre in serie la funzione arc.sen x mediante la formola 
di Stirling , fa mestieri di calcoli alquanto prolissi ; ma si 
raggiunge speditamente lo scopo prendendo il differenziale 
della funzione, ed integrandolo per serie. Difatti essendo 

rf. are sena: = dx( 1 , 

Yi — \ 2.4 2.4*0 / 

integrando si à bentosto 

, 1.3 , 1 . 3.5 *7 , 

arc.sen a? = (7-1- a: + -1 -I + 

2 J 2.4 5 2 . 4-0 7 

Tenendo questo modo per risolvere in serie una funzione, 
si deve aggiungere alla serie una quantità costante, potendo 
ben essere costante la differenza di due funzioni aventi eguali 
differenziali (35). Tale costante però non è arbitraria, come 
quando è dato il solo differenziale della funzione ; perchè 
nel caso nostro si vuole che la data funzione da una parte, 
e la serie con una costante da un’ altra , siano membri di 
una equazione che deve sussistere per tutti i valori di x che 
rendono convergente la serie. E difalti questa equazione de- 
termina essa stessa la costante, mercè la sostituzione effettiva 
di alcuno tra i detti valori ; ed è superfluo aggiungere che 
a tal fine debba preferirsi quello che meglio degli altri rende 
nolo il valore assunto dalla serie , e che ordinariamente è 
zero o r ìnfìnilo secondo che la serie è ascendente o discen- 
dente. Cosi, nel nostro esempio, essendo convergente la serie 
per tutti i valori di x minori dell’ unità, eri essendo nulli i 


Digitized by Google 



(3ii) 

valori di arc.sen^r e della serie quando x=o, risulla C=o, 
e quindi si à semplicemente 


arc.sena: = a:-{- — 


I , 1.3 , 1.3.5 x7 


a 3 a. 4 3 a. 4-6 7 


ec. 


Ma se per isviluppare, a cagion di esempio, are. tana: in se- 
rie discendente si osserva che 


d. are tan < 


dx dx ( * . * r . \ 


c che perciò 


arc.lanar= C — - + 


+ irr— cc., 


7x7 

per determinare la costante bisognerà osservare che la serie 
è tanto più convergente, quanto maggiore è x in confronto 
deir unità ; il perchè converrà supporre x=. oo , divenendo 

COSI nulla la serie , e l’ arco eguale a - : con che risulta 
C= - , e si à in conseguenza > 


. «• I , I I , I 

are. tan x— ST — 

a X 3a?* Sa;* 7a;7 


ec. 


XXFII. Nozioni mgV integrali dejiniti, e forinole 
approssimative dei lor valori. 

335. Supponendo essere come nel n.® 275 

y=F{x)-\-C (i) 

r integrale completo del differenziale dij=.dxf{x) , sappiamo 
che (7 dinota una quantità costante, ossia indipendente da a;, 
ma del tutto arbitraria finche l’integrale non deve adempie- 
re se non la condizione, che differenziato restituisca atipia;). 
Essa però non sarebbe più tale, se per la natura del proble- 
ma che impegnò alla integrazione , o per semplice conven- 
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zione, l’integrale y dovesse prendere un valor dato b quan- 
do un altro valor dato a si attribuisce alla variabile x\ perchè 

allora dovrebb’essere 

b-=.F(a)-\-C., d’onde nasce C=b — /’(«). 

In tal caso l’equazione (i) diviene 

y—b—F{x)—F{a) , (2) 

c in linguaggio geometrico , questa maniera di determinar 
la costante equivale a far passare pel punto {a,b) Incurva 
di cui sono coordinate la variabile c l’integrale. 

336 . Ordinariamente si suppone che l’integrale svanisca 
quando a: à un certo valore Xo, cioè a dire si suppone y=o 
quando x=sXa\ allora indipendentemente da y l’integrale si 

esprime . dxf{x), dxf[x), e l’equazione (2) di viene 

f^dxf (x) dxf{x) = F{x) — F(x„). 

Dopo ciò se si voglia , 0 se la natura del problema esi- 
ga che la variabile a: abbia un qualunque valor particolare, 
cui denoteremo con Xx, basterà sostituire a*® ad x nell’equa- 
zione precedente, ed indicando il risultato dxf{x ) , 

avremo 

dTf{x)=F{ Xx ) —F{xJ. 

337. Il valore Xg per cui l’integrale svanisce n’è come 
r origine , e suol dirsi che /’ integrale incomincia quando 
x=Xo. Il valore a cui poscia si arresta essendo Xx, si dice in 
conseguenza che t integrale finisce quando a:=a:M.Con nome 
comune i valori Xo ed Xx diconsi limiti dell’ integrale, uno 
inferiore l’altro superiore-, comunque non siano realmente 
che i limiti della variabile di cui l’integrale c funzione. Un in- 
tegrale che si cnunzia senza fissare la sua origine, o piuttosto 
senz’ altra condizione tranne quella di avere un dato diffe- 
renziale, suol dirsi integrale indefinito-, e per contrario si 
chiama integrale definito quello di cui son dati i limiti nel 
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senso nnzidclto (*). Se qnosti limili sono e<l r.v, si dice 
che l'integrale debb' esaer preso da x=Xo sino ad x=x,v, 
e giova por mente che ciò si può effettuare ( indipenden- 
temente dalla determinazione della costante arbitraria ) cal- 
colando i valori che prende la parte variabile deli’ inte- 
grale quando x—x„ e quando x=Xv, e poi sottraendo 
il primo valore dal secondo. 

338. Tulli questi modi di dire , egualmente che le voci 
somma , sommatoria , integrale , con che si esprime la 

caratteristica posta innanzi al differenziale , tengono ad 

una proprietà importantissinia , cui si féce allusione nella 
ncla al n.” 27 !,, e die si può enunciare dicendo che t in- 
tegrale definito di un differenziale qualunque si può ri- 
guardare , generalmente parlando . come la somma de- 
gl'infiniti valori che prende il differenziale da un limite 
alf altro dell' integrale ; o per parlare con più precisione 
e chiarezza: che supposto d F{x) = dx J[x) , l’integrale de- 
Tiuito 

F(xa') — F (Xo) , o vero dxf{x) 

c/ *To 

si può considerare generalmente come il limite verso il quale 
converge la somma dei valori 

Axf{x„), Axf(Xo-^àx), Axf{x^-\- 2 Ax},. .Àxf{xy>), 
a misura che Ax diviene un aliquota di più in più picco- 
la di Xa Xo. 

Difalti riguardando la variabile x come l’ascissa, e l’ in- 
tegrale F{x)-\-C come la corrispondente ordinata di una 
curva KL [ fig .53) , supponendo essere Ax=PQ un aumento 
dato all’ascissa OP , ed Mt, Mr la tangente della curva 0 
la parallela all’asse Ox menate per 31 , abbiamo 

rt= Axf{x ) , rN = Axf(x) + ^/' (x) + (x) -f ec. 

(*) Si vedrà in seguito che una moltitudine d’ integrali definiti, presi 
tra limiti speciali, come o,± i e spesso trovati indi- 

pendentemente dagl’ integrali indetiuili , coslituiscono un nuovo genere 
di funzioni, la Cui teoria forma in oggi una branca estesissima ael- 
r analisi. 

4o 
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Se dunque si riguarda la rctla rl\f come eguale ad ri quan- 
do Ax (li viene dx , Icrrore verrà espresso da 

(^) + ^ f" (^) + ce. , 

e quindi sarà un innnilesimo di secondo ordine. Ma è vi- 
sibile che tutte le rette simili alla rJV, e comprese tra le 
ordinate Pa/f/o e Pm AIk , costituiscono la difTerenza J/», u tra 
queste ordinate , espressa da F (Xx) — F(Xo); dunque seb- 
bene v’abbia infiniti di tali errori da P„ìffo a quan- 

do Ax si riduco a dx , pur tuttavia non ne risulta un er- 
rore valutabile, equivalendo tutti insieme ad un infinitesimo 
di primo ordine , ossia ad una quantità minore di qualun- 
que assegnabile. 

33g. A dimostrare la stessa proposizione si poteva anche 
supporre che la curva KL avesse per ordinata la funzio- 
ne y(ar). Ili tal caso l’integrale completo /’ (a:) + C avrebbe 
' dinotato (ino) l’area ABMP a contare da un'ordinata arbi- 
traria siccome la C; e prendendo come misura del- 

l’area MPQlV, si sarebbe commesso un errore rappresentato 
dal triangolo raistilineo MNr, e quindi minore del rettan- 
golo rs. Ma c visibile che l’ area Po M, M«, Ps, , espressa da 
F{Xk) — F {x„), è somma di tutte quelle simili a PMNQ e 
comprese tra PoMoC Pa J/»; dunque considerando la prima co- 
me somma dei valori presi da Axf(x) nell’ intervallo da x=x„ 
aCix=X(oy l’errore sarà più piccolo del rettangolo uv mi- 
suralo da MmU. Ax , e (juimli sarà infinitamente piccolo 
quando Ax riducesi a (/a:, comunque allora il numero degli 
errori divenga infinito. 

34 . 0 . E necessario notare come nella recata dimostrazione 
(338) siasi tacitamente supposto che le funzioni f(^x) ed F{x) 
non divengano infinite , o per parlare con più esattezza sia- 
no continue tra i limili dell’ integrale , di tal che nel coso 
contrario l’integrale definito 

dxf[x) , ovvero F( ar® ) — FiXo) 

Xo 

potrebbe non più rappresentare la somma dei valori che pren- 
de il diOèrenzialc dxf(x) tra i limili Xo ed ar® , ossia il li- 
mite verso il quale converge la somma dei prodotti A;^(a:), 
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ottenuta dividendo l’ intervallo — ^r.in parli di più 
in piu piccole. In questo caso la delta somma o limile non 
à , in generale , un valore assegnabile , ed a parlar pro- 
priamente più non esiste ; e gettando lo sguardo sulla curva 
indicata, ^r esempio, nella, y?g. t8, dove all' ascissa 
si veggono corrispondere due ordinate inlìnite o di segno 
contrario , si vede chiaro che non saprebhesi concepire il 
modo di desumere un’ordinata positiva da un’ordinata ne- 
gativa , aggiungendo a questa le successive differenze, tutte 
altresì negative , delle ordinale intermedie. Tuttavia non la- 
scia di esser vero che la differenza delTonlinata negativa 
dalla positiva venga espressa dairintegrale definito. 

In linguaggio analitico sono esempi semplicissimi di que- 
sto caso . eccezionale i due integrali definiti 


n» dx I 1 n» dx — a 

J o {x — a)* a » — a'Jo x — a — a 


che si ottengono da 


r—=Hx-c)r 

%/ (x — «)* x—a J X — a ' ' 


mediante la regola dianzi (SSy) espressa. 

Difatti supponendo a>o,e<», il primo di quell’ inte- 
grali à un valor negativo , frattanto ciie la quantità sotto- 
posta al segno f rimane costantemente positiva ; il secondo 
poi assume un valore immaginario, mentre la quantità sog- 
getta al segno f è sempre reale. (*) 


(*) Sebbene quando y(or) diviene infinita fra i limiti assonati all’in- 
tegrale di dxf{x), non v’ abbia, in generale, alcun rapporto fra l’ in- 
tegrale definito e la somma dei valori del differenziale ; nondimeno 
r illustre Poisson à fatto vedere nel i8.° fascicolo del Giornale della 
Scuola Politecnica , che la loro eguaglianza potrebbe tuttavia sussistere' 
facendo passare la variabile x da un limite all’ altro con una scri<; di 
espressioni immaginarie e finite. Così nei due esempi qui sopra addotti 
si può fare 

X =- (i— cosv-j- — 1 sen»), donde dx =* ( sen»-l-j/.H7 cosv ) d« , 

e i limiti della nuova variabile w, corrispondenti ai limiti zero cd » 
di jc , potranno essere zero, c {'li + i)« , dinotando i nn qualunque 
numero intero. 
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34-1. Noti, mancano per altro d^i casi nei quali sussiste 
la proposizione eli cui si tratta , non ostante che la funzio- 
ne f{ 3 q, d l’altra F\x) divengano infinite per un valore di x 
(toniprcso tra i limiti dell’integrale. Cos'i nella curva AeWaJig.fGf 
la quale rispetto degli assi ÒA, Ok potrebbe jappreseolare, a 
cagion di esempio, l’ equazione 



la differenza di due ordinate come pm e PM è ben chiara- 
mente formata da tutti i differenziali delle ordinale interme- 
die , quantunque per un valore compreso tra la Op ed OP 
il coefficiente differenziale dell’ ordinata divenga infinito. Lo 
stesso ^rc anche da doversi ammettere nella curva indicata 
dalla fig. tf, che potrebbe esprimere per esempio l’equazione 



comunque in passando da una ordinata corrispondente ad 
un’ascissa negativa, ad un’altra corrispondente ad un’ ascissa 
positiva, s' incontri nell’ intervallo un’ordinata infinita, unica 
però e di segno simile alle due altre. 

Questi due risullamenti a prima giunta sembrano averedel pa- 
radosso, ma questo svanirà tostamente ove si rifletta che le fun- 
zioni le quali si presentano talvolta sotto le forme ooXo,<» — « 
possono esser di valor finito o nullo. Ed in vero , quanto 
al primo risultamenlo , dovendosi considerare dg = dxf (x) 

come il limite cui si avvicina il prodotto Ax, a misu- 
ra che Ax impiccolisce, ne viene in conseguenza che quan- 
do anche cresca simultaneamente il fattore-^-, quel pro- 
dotto non che inGnito , potrebb’ essere Gnito o nullo quando 
nel limite dxj[x) la funzione /{x) diviene inGnita. 

Per riguardo poi al secondo risultamento, i valori di dxj(x) 
cambiando segno nel passaggio dalle x negative alle positi- 
ve , ben si vedo la possibilità che dei valori anche inGniti 
di quel differenziale si distruggano a vicenda per aver segni 
contrari. 
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342> Se cercandosi il valore dell’ integrale tra i 

limili Xa ed :r.v, accade che la funzione j{x) diviene inCnita 
per un valore a compreso fra essi limili, non si può, gene- 
ralmente parlando, trovare il valor cercato se non divinendo 
l’integrale in due parli, di cui la prima finisca e 1’ altra 
cominci da x=a , cioè a dire considerando separatamente i 
due integrali dcGnili 

dxfix) dxf{x ) , 

la cui somma pel n.* 336 darà il richiesto valore. Questa 
somma avrà un valore inGnilo, se infiniti e del medesimo se- 
gno sono bensì quelli delle due parti , o pure se una sol- 
tanto di queste è inSnita ; si presenterà sotto forma indeter- 
minata, quando le due parti han valori infiniti di segni con- 
trari ; e por ultimo avrà valor finito , se tale bensì è il va- 
lore di ciascuna parte. 

In simil modo converrebbe spezzare l’ integrale deCnilo in 
tre parti , quattro , ec. , e determinare separatamente il va- 
lore di ciascuna, se f{x) divenisse infinita per due valori, 
tre , ec. di x, compresi tra Xo ed xs> . 

34-3. Rimossa questa difficoltà, quando l’integrale non si 
può avere sotto forma finita , o di una serie abbastanza con- 
vergente ; e quando, avendosi ancora sotto forma finita, il cal- 
colo numerico di esso è soverchiamente difficile, si può trar- 
re partito dal teorema dianzi (338) provato, dividendo l’in- 
tervallo Xm — X o in un numero n di parli eguali Ax suffi- 
cientemenlc piccole , e calcolando i valori di 

f{Xa ) ,/( Xo + Ax ),f(x^+ 2 Ax), ...f\_Xo+{n—i)Ax'\i 

poiché moltiplicando in seguilo la somma di questi valori 
per Ax , si avrà prossimamente il valore dell’integrale. 

Operando cosi, o riguardando rinlegralc definito f^''dx f{x) 

xJ Xo 

come rappresentato dall' area PojI/oìI/b /ai della curva avente 
per equazione y=J'{x) , quest’area si viene a considerare 
come la somma dei rettangoli MoP^^Mt P,,.. IUn—\Pa^ iscritti 
alla curva; c dinotando per brevità cony„,y, ,y,,. .y/r— i,y«, 
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le ordinate 3f„P„,M^P^,M, P, Mn—i i, 3L P» si 
à prossimamente 

^J^ydx=:Ax{yo+y,-^y, +...+y»— i),doveAar== * 

Similmente facendo uso dei valori di ùkxf{x) da ar=Xa+Aar 
sino ad x=Xo-\-n^x=Xa, si considererebbe l’ integrale o 
r area corrispondente come uguale alla somma dei rettangoli 
PoMx,Pi31t,. . .Pnr—iM<o , circoscritti alla curva , e sarebbe 
approssimativamente 

f^J‘ydx=^x{y^ + y^ +y.+ 

344- È visibile che uno di questi valori dell’integrale de- 
finito è in difetto, e l’altro in eccesso riguardo al valor ge- 
nuino deU’integrale, almeno aitandole ordinate yo,yx,y,,---y„ 
son tutte crescenti, o tutte necrescenti; per modo che quan- 
do ignorasi , come ordinariamente avviene , la quantità del- 
l’errore , è prudenza servirsi del medio tra essi , il quale 
vien rappresentato da 

Xr (-f • -y"-' +T^«) • 

Questa formola non racchiudendo che i valori della funzio- 
ne f{x), può essere impiccata anche quando questi valori 
son dati soltanto in numeri , senza esser cognita la forma 
della funzione. La medesima è inoltre tanto più prossima al 
vero quanto minore è Aar, e quanto meno rapidamente va- 
riano i valori di f{x) tra i limiti a:» ed Xx, ; nondimeno os- 
servando che il polinomio rinchiuso nella parentesi potrebbe 
anche ricevere la forma 

•“(y» + y«)+ “(y«+y* ) +•••+-- (y/4—i +y»)» 
si vede facilmente che essa rappresenta la somma dei tra- 
pezi iscritti all’ aera Po3Io 3Is> jR», e che però eccede o man- 
ca dal valore esatto di quest’ area , ossia dell’ integrale , se- 
condo che la curva oppone la convessità o pure la concavi- 
tà all’asse delle x. La geometria non offre con faciltà il 
mezzo di renderla vie maggiormente prossima al vero , ma 
Itene vi si riesce colla serie di Taylor, che fornisce anzi il mo- 
do di spingere l’ approssimazione a quel grado che si vuole. 
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345 . Difatli , scrivendo da principio per semplicilà a, /3, e S 
in vece di Xo,Xa,, c Ax, aobiamo per la citata serie 

Z’ ( a+5 ) = /’(») + ^(») + ^/'(«) + ec. 

/’(«+25)=Z’((x-j-5)+y(*4-5)+— /' (*+5 ) + ec. 

Z’ (»-j-35)^Z^ (a-|-25) ^(*”f"25) ~y' (*“f*25)-f- ec. 


Z’(*+«S)=Z’[a+(n— i)S]+y [*+(«— i)5]+^y'[*+(ra — i)3]-t-ec. 

Quindi supponendo'/? — »s=nS, e facendo la somma di 
quest’ equazioni , avremo 


F(/3)-F(x)=S2r(»+zS)+'-^^f(*+ÌS)+^^ 


dove * esprime un numero intero , e le caratteristiche 2 in- 
dicano delle somme che si estendono agli » valori di t, 
da 1 = 0 sino ad t = n—~i. 

ed f"{x), ec. 
f{x ) , si à 

/(« -/W=J2/' (»+«)+ ^ S/" ( •+■■*)+«• 


Applicando alle funzioni f{x)ed J‘'{x), f'{x) 
il risuilameuto ottenute dalle funzioni F (x) ed 
del pari 


/'(i3) -/'(«)=52/"(«-f-|-5)+ec. 

Ciò posto , se si stabilisce a ragion di esempio , di voler di- 
sprezzare le potenze di S superiori alla seconda nel valore di 
F{P) — Z’(«), si potranno desumere i valori di 


8 « 




2/'(«+i5),e _2/"(«+i3) 


dall’ equazioni precedenti , e limitandosi alle potenze seconde 
di S verranno espressi rispettivamente da 


7 [/(^)-/(«) ]- j [/'03)_/'(.)),e ^ [/ m-f W ]. 
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Adunque sostituendo questi valori ai precedenti nel sun- 
notato valore di F (fi ) — , avremo ^ 


cioè a 


dire 


// '/■?/’ W = * [t/W +/(»+*)+/(»+2^) + • • • 
+/[«+ (n-i)j]+ j-yiffl] - 

o pure, rimettendo i simboli primitivi, 

ydx==Lx{^Vo+yy+‘>-+yn-i+\y^~~{y'n-y'o), (II) 

dove y'oed y'n sono scritti per dinotare i valori che assume 
il coemcienle diflerenziale di y, ossia di J\x), nel sostituire ad 
X i limiti Xo od a'm. 

34 . 6 . La forinola (1) suppone , per essere applicabile, che 
1J0 ^yi )•“ y» siano finiti j e la formolo (li) esige inoltre che 
siano tali anche y'o, y'n. Quindi se si debba, o si voglia far 

uso di tali formolo per valutar Tintcgrale dellnilo^y^^ dxj\x) 

nella ipotesi del n.® 34-2, cioè che flx) diviene infinita per 
x=a, non saranno esse applicabili che a valutar, se si vuo- 
le , r integrale da a?=a:» sino ad x=a — 5, essendo ^ un nu- 
mero discretamente piccolo ; ma in quanto al calcolo del- 
r integrale da x=a — 5 sino ad ar=o, non basterà divide- ' 
re r intervallo 3 in parli Air vieppiù picciolo, sia perchè 
questo non compensa l’ effetto del rapidissimo accrescimento 
che prendono i valori di f(x) quando x è presso a diveni- 
re a , sia perchè gli ultimi termini delle forinole in parola 
divengono assolutamente infiniti , laddove Air non potreb- 
besi nel fallo assegnare che piccolissima. In tal caso dunque 
bisogna ricorrere ad opportune trasformazioni, lo scopo delle 
q^uali è nel tempo stesso di far conoscere se l’integrale ri- 
^ieslo abbia valor finito, e nell’ affermativa , di determi- 
narlo prossimamente. Vogliam dire che bisogna trasforma- 
re dxf{x) in funzione di un’altra variabile z, come (p(a), 
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mercè tale equazione ^(x,z}s=:o Ira x c z, che pel valore 
(li z cavato dall' equazione 4 - ( tf , z ) = o, risulti di valor fi- 
nito la funzione ^ (z); c cosi anche risulti la sua derivata 
<?»' (z) , se si à in vista di applicare la formola (II). Ciò po- 
scia ammesso, bisogna prendere l'integrale di </z<f(z) fra 
i limiti espressi dal dotto valore dì z,c dall'altro che ne dà 
r equazione 4 - ( a — S, z) = o. 

347. Concepiamo ridotta la funzione y(ar) , che diviene 
infinita quando .r=a , sotto la forma 


X 


(A) 


dinotando X una funzione di x, che non diviene infinita nè 
■nulla quando x=a. Supponendo a—x=z”*, avremo x=a—z”', 
e dx= — mz “ — 'dz , dal che risulta 


dxf{x), ossia (A.)dx = — mZz”'—''—'dz , 


indicando con Z la funziono dizin che si muta X. Ora se, 
conforme all'ipotesi, Z non diviene infinita quando z==o 
( che è il valore di z corrispondente al valore a di a: ) , c 
se inoltre m è maf'giore di n , il coefficiente di dz sarà fi- 
nito quando z=o | e quindi una formola in z simile alla fi) 
potrà servire al calcolo dell'integrale di mZz’^—"~' dz tra 


i limili zero e |/s, che sono i valori di z corrispondenti ai 
valori a ed a—S di x. 

Essendo poi il coefficiente differenziale di Zz"*—"— ‘ espresso 
da Z'z~ — " — ' -(- ( m — n — / ) Zz ” — , si vede che per po- 
ter applicare con sicurtà una formola in z simile alla (II) , 
al calcolo dell' integrale di tìiZz” — dz da z = o sino 


a z=i/«, conviene che altresì Z' abbia valor finito, sic- 
come Z, quando z=o: il che per rapporto alla funzione (A) 
esige che siano finiti i valori di X eci X' quando al 

di più della condizione che tn sia maggiore di n. 

348. E chiaro che la sostituzione: a — x = z”', pratica- 
ta nel differenziale {X)dx , rimane senza effetto quando m è 
uguale 0 minore di ?i, perchè allora il coefficiente di dz nel 
risultante differenziale in z diviene alla sua volta infinito nel 
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limite zero di z. Ciò sembra dipendere iatrinsecameote dal 

(IX 

fatto che l’ integrale di — ( il quale si presenterebbe 

(a — ar) ™ 

integrando per parti {A.)dx ) , contiene al numeratore e non 
più al denominatore il binomio a — x, quando m è maggiore 
di n ; laddove questo binomio rimane tuttavia nel denomi- 
natore quando m c minore di 7 i , risultando cosi iufìnito 
l’integrale pel valore a (U x: come pur risulta infìnifo quan- 
do m = n, a motivo che l’integrale viene allora espresso da 
— / (o — x). Adunque siccome il prodotto della funzione (A) 
per a — x è visibilmente nullo, finito, o infinito quando x=sa, 
secondo che m è maggiore , eguale , o minore di n , in 
conclusione potremo afiermarc che l' integrate di di f(x) pre- 
so fra dati limiti , per un dei quali a la funzione f (x) 
diviene infinita , sarà finito se il prodotto (x — a) f (x) sa- 
rà nullo quando x=a ; ma potrà essere infinito , se quel 
prodotto sarà finito o infinito quando x=a. Ora, nel pri- 
mo soltanto di questi tre casi può tenersi vera, senza ecce- 
zione, la proposizione dimostrata nel n.° 338 , e quindi può 
valutarsi l’integrale colle formolo (I), (II). 

34.9. Termineremo osservando che spesso per eseguire ap- 
prossimativamente r integrazione del differenziale in parola, 
dxf(x), tra i limiti strettissimi a — 5 ed a, basta porre sol- 
tanto a — x=z\ perchè la picciolezza della variabile z, rac- 
chiusa tra i limiti zero e S , permette di semplicizzar molto 
il coefiiciente differenziale del risultato in z ; e ciò con ar- 
tifizi suggeriti dalla natura di questo coefficiente, o con isvol- 
gerlo in serie ascendente per rapporto a z, e limitarsi ai ter- 
mini affetti dalle potenze di un certo grado. 

Tenendo, a ragion di esempio, questo modo per l’ integra- 

le potrebbe colla formola(l) trovarne la par- 

te compresa da x=.o sino ad a?=o,9; c l’ altra contenu- 
ta da a:=o,9 fino ad ar=o, 99. Inoltre per la prima si 
potrebbe prendere At=o, i, c successivamente 

a* = o;=o, I ; = o , 2 ; =0 , 3 = o , 9. 
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Per la seconda parte poi , impicciolendo vieppiù ^x, a mo. 
tivo che nell’ avvicinarsi x ad i crescono più rapidamente ; 


valori di ^ — t , si polrebl)e fare Aar=o , o 3 , e succes' 

— X* * 


sivamente ar=o,Qo; =o, 935 = 0,96; = 0,99. 

Quanto poi alla rimanente parte del richiesto integrale , 
compresa Ira i limili 0,99 ed i, supponendo i—x=z, ri- 
sulta 


r 

J 0,\ 


x^dx ^0,01 

99 l/i — Jo 1/4* — 6a*H-43* — s* 


pOfOi (i—z)*dz po,oi dz / 5z 5^ 

t/ o \/z 1/4 — 6z-)~4s® — 2* «/ o a[/z \ 4 3a 



Per lo che, limitandosi alla potenza seconda di z, ed es- 
sendo 



la sostituzione di o, 01 in luogo di z darà ; 

A' = 0 fi- — ^= o,o52o53...: 

e/ 0,99 J/i— \ 1200 160000/ 


valore certamente assai prossimo al vero. 


XXFIII. Uso degl’ integrali definiti nelle rettifi- 
cazioni , nelle quadrature, e nelle cubature. 

i.“ Quadratura delle curve piane. 


35 o. Cominciamo dalle quadrature o misura delle aree, 
che d’ordinario sono più facili, sebbene nn ordine più na- 
turale vorrebbe che si trattasse prima delle rettificazioni , 0 
misura delle lunghezze delle linee curve, per quindi passare 
alle quadrature , ed in ultimo alle cubature 0 misura dei 
volumi. 
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Chìumuiutu l un'uioa come Pg Mg Pk Uiy-S3) «li ima 
curva qualunque, i/=f[.r), riferita a coormaale rellan^u- 
fari , si è veduto nel n.° 336, di accordo con quanto crasi 
detto nei n.° i3o , che tale urea vien rappresentata dall’ in< 

tcgrale delinitoy^^*’ È dunque chiaro che per otte- 
nerne la misura, non si à che a cercare Tintegrale indicato 
da JUxJ\x), e poscia valutarlo fra i limiti Xg ed xa> colla re- 
gola cnunziala nel n.° 33y. Se non fosse stabilito che il solo li- 
mile a-o relativo al eominciamento dell’integrale, basterebbe 
sottrarre dalla sua espressione in x il valore che la stessa pren- 
de nel sostituirvi aro ad x, per modo che quando il detto valore 

è nullo, non è Aì\&tno dxf {x) da Jdxf{x). 

35 1 . Sia per primo esempio la parabola ordinaria, espressa 
dall’ equazione 

ìj'—^ax, o vero y=^\/^ax , 

0 cerchiamone l’arca t= OPM , Jig. 54- 

Sosliliiendo l/aair ad y nella formola generale fydx, ab- 
biamo l’integrale 

JdxV%ax — V^fx • dx= -l/a« X ' ; 

quindi siccome questa espressione divien nulla con x , la ri- 
chiesta arca 0P3I sarà 

t dxi/nax ^^^òx x=^xy , 

eh’ è quanto dire sarà i due terzi del rettangolo circoscritto 
PQi risultamento notevolissimo, dato la prima volta dal 

grande Archimede. 

352. È chiaro che sostituendo — j/saar ad y nell’inlegra- 

le fydx, si avrebbe — ^aryper valore dell’area OJhn.db 

non ostante nella misura dello spazio MOm, comedi quulun- 
(|ue altro, le parti in cui desso può supporsi diviso per ap- 
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plicnro a ciascimn più facilmente il metodo integrale, si ri- 
giianlano tutte come positive quando poscia si riuniscono per 
ottenere lo spazio. E io stesso va detto delle parli in che si 
possono intendere spezzate le lincn; o i volumi , affine di 
trovarne , più comodamente la misura. 

353. E notevole che ogni segmento della parabola è i 
due terzi del parallelogrammo circoscritto. Ciò è di tutta 
evidenza pel segmento MOm di corda perpendicolare aU’assc 
della curva, e per convincersene in quanto all’altro qualunque 
M'Mm* , basta osservare che riferendo la curva al diame- 
tro MP ed alla tangente MQ , come assi coordinati, l’e- 
(^uiuionc della curva risulta, coni’ è noto, di forma affatto 
simile alla primitiva. Quindi, in virtù della »o/a del n.° i5o, 
lo spazio inistilinco MP'M' debb’ essere i due terzi del pro- 
dotto MP .P M' .^nP' MQ' , il quale esprime, come lutti 
sanno , l’arca del parallelogrammo P'Q', 

354 . Le curve espresse per l’equazione w"= «a:”* dicon- 
si ancora , per similitudine , parabole del grado indicato 
dal maggiore dei numeri ;»ed n, i quali si suppongono positi- 
vi: così le curve rappresentate dall’cquazioni y^=a*x, y^=ax* 
si dicono parabole cubiche , una di prima specie, r altra di 
seconda. Quindi essendo in generale 


fydx = J*‘x’* dx = 


n 


9» X 


n 




e questa espressione divenendo nulla per ar=o, si fa chia- 
ro che tutte h parabole sono quadrabili ( cioè di aje 
esprimibili in funzioni algebraiche e finite delle coordinate 
e dei parametri delle curve ) , e che le aree in forma di 
triangoli mislilinei , comprese tra /’ origine degli assi e 
due coordinate qualunque , sono in rapporto costante al 
rettangolo di queste coordinate. 

355. Sia ora l’ellisse rappresentata dall’equazione 

? + ‘ y = - ~a 

e cerchiamone 1’ area t — OBMP, fig. SS. 

A questo line bisogna integrare ^ dx , e ()uimli 
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baslereblMJ , senza più , rimellerci ad uno dei n.* 298, 3 o 6 ; 
ma siccome, indipendentemente da essi, l’integrazione per 
parti ci dà 

x^dx 

Sdx\f^^-x- = a? , 

e altronde abbiamo identicamente 

pdx(a^ — ar“) dx / x‘dx 

f 3f\Ja X J ^ aj J , 

sommando queste due equazioni e dividendo per 2, avremo 

w 


, X , . o /• O® 

Jdx\la--x-=-\Ja^-x- + -J pr-— ; 


are • sen - , 
a 


ma dal n.” 283, 4 -“ si trae C —~^^== = 

J t/a» —a;» 

dunque sostituendo questo valore avremo 

JdxS a»—®» = - \ja*—x' + — arc . sen - . (M) 

Questa espressione divenendo nulla con x, rappresenta l’in- 
tegrale \/a * — *» ; quindi abbiamo per l’area OBMP 

/ = — / dxVa*—x'=- — Vo*— H arc.sen- 

ao o 2a ’ 2 a 


XV , ab X 

= — H arc. sen - 

2 2 « 


0 siccome il primo termine esprime il triangolo OPM , re- 

sterà il settore BOM — — a re. sen-. 

2 a 

Da questa formola , non meno che dalla precedente , po- 
nendo x=a, si à tosto j cà por area del quadrante ellittico 

AOB , c quindi l’ espressione semplicissima iraò per l’area 
doli’ intera ellisse. 
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Supponendo « = ó l’ ellisse voltasi in cerchio , c I’ area 
di questo risulta espressa da va'^\ di accordo con quanto si 
dimostra negli elementi di geometria. 

356. Col metodo stesso che à dato la formala (m) si 
avrebbe 



ma cambiando a in — a», e facendo b = o, c = i nell’integrale 

ottenuto net n.° 3oo, si à 
dunque 

J* dx\x^ — a« — + V** — {*)> {^) 


(*) Dovendo stimarsi utile il poter rendere più che si può indipendente 
un’integrazione da un’altra, noteremo qui come si potrebbe trovare di- 
rettamente l’integrale di dv=dx\/x^ — ^ 

Ponghiamo — x, (L) : e sostituendo avremo subito 

v—J’(z — x)dx=fzdx — ~ — fxdz — 


Ma r equazione (L) dandoci 

a , a» ■ ' r j C^dz , f'a'^dz a» a® . 
X— — , SI a fxdz = l h I = -r “1 ‘S > 

2 2s’ •' t/2 t/2a 4 2 

dunque ritornando alla formala precedente avremo 


v=zx- 


x^ 

2 


ed eliminando a coll’equazione (L) , si troverà dopo le riduzioni 
— 0 * — ^x-hl^x^ — 

fi® 

intendendo compreso il termine costante nella costante arbitraria C. 
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c quindi per l'ipcrbola espressa dall' equazione 
= * . donde ys:t\/x‘—a* , 


sarà 


J* ydx = -J* dx V*»— fl* = ■^\Jx'—a*—°~l{x-\-\x*—a*)- 
Così essendo, abbiamo per l’area i— APM, fig. 56, 

xy , y\ 

e siccome essa è palesemenle il residuo che nasce togliendo 


dal triangolo OPM , espresso da il settore AOM ^ sarà 
questo 

settore AOM ^ ^ 0 + iy 

Da questa formula ò chiaro, che il settore sarà infinito nel 
valore (come nella lunghezza), quando il punto discostan- 
dosi all’ infinito dall’altro A, la retta OM si confonde col- 
r asintoto. 

357 . L’equazione deH’iperbola equilatera, di asse za, rife- 
rita ai suoi asìntoti, essendo 


o* , , n« 

xy=^—, donde , 


l’area/ compresa tra le ordinate corrispondenti alle ascisse 
Xo cd X , verrà espressa da 


a* px dx a* , , , \ a* ,x ... 

/ = — /, — =zz—(lx ixj =—/ — . (A) 

a /*o X a ' a ®o 


Quindi se per x^ si prende I’ ascissa OC ( fig. Sjj ) corri- 
spondente al vertice A, c se inoltre si suppone OC = i , c 
quindi OA =a—\J^, l’area CAMP, verrà espressa sem- 
plicemente dal logaritmo neperiano di OP. 
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Nella medesima supposizione l’ area CAMP verrebbe mi- 
surata da sen *. Ix, se l’ iperbola cessando di essere equila- 
tera, dinotasse % l’angolo compreso dagli asintoti; ed allora 
essendo sen y-.lx eguale al logaritmo di x tolto nel sistema 
che à per modulo sen » , si fa chiaro che in ogti iperbola 
riferita agli asintoti , le aree comprese tra l’ ordinata pel 
vertice ed altre ordinate qualunque , vengono espresse , 
in parti del quadrato della ordinata pel vertice , dai lo- 
garitmi di queir altre ordinate, presi nel sistema che à per 
modulo il seno dell angolo contenuto dagli asintoti. 
Laoude essendo, per esempio, 0^4342944' il modulo del si- 
stema briggiano , i logaritmi di questo sistema rappresente- 
ranno le aree dell’ iperbola , i cui asintoti s’incliuano sotto 
l’angolo 25®.48'.6" , avente per seno quel modulo. 

358. Le curve espresse per l’equazione = dove 

OT ed n si suppongono essere numeri interi e positivi , di- 
consi ancora per similitudine , iperbole del grado m + «. 
Dunque siccome per la detta equazione si à 


J'ydx=*" J'x~ 


m 1 fi— m 

" dx ■=■ — - — ot " a: ” , 

« — ffi 


l’arca /, compresa tra le ordinate corrispondenti alle ascisse 
x^ cà X , verrà espressa da 



(B) 


Ora dovendo supporre ineguali i numeri m ed » nelle 
iperbole diverse dairordinaria , per fissare le idee ponghia- 
mo m minore di n , come nell’iperbole espresse per l’equa- 
zioni xy' = \, xif=i, c rappresentate dalle Gg. 58, e 5q. 
Allora facendo x^=-o , si avrà per t l’area Òy...vMPO 
infinitamente lunga, ma di valore finito ed espresso da 


m 

n 


n — m 


n — m 




tanto da potersi dire in rapporto costante al rettangolo iscritto; 
laddove supponendo x=oo, si avrà per t l’area P^ x...uM^ P„ 
infinita nel tempo stesso in lunghezza ed in valore. 

42 
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Avverrebbe il contrario se fosse m maggiore di n , come 
nell’ iperbole espresse per l’ equazioni x'y=\, x^y=i,eA. 
iiiclicato nelle fig. 6o , e 6i. In sostanza può affermarsi che le 
iperbole di tulli i gradi, tranne il secondo, siano quadrati- 
li, ed abbiano uno spazio asintotico di valor finito, e l altro 
di valore infinito. Questa differenza non deve punto sorpren- 
dere, e la ragione di essa trovasi nel diverso grado di ra- 
pidità con che la curva si avvicina all’uno e all’ altro asin- 
toto: cosi nell’ iperbola espressa dall’ equazione xy*=i, es- 
sendo = ed v = -4=> vedesi chiaro che in parità di 
ya •' l/® 

circostanze la x decresce ben più rapidamente della ^ , di- 
venendo , a ragion di esempio , sedici volte minore lascissa 
quando l’ordinata si suppone quadrupla, ma non divenendo 
più di due volte minore 1’ ordinata quando per contrario si 
suppone quadrupla l'ascissa. 

359 . u espressione Ix delle aree come CAMP {fig.^j) 
dell’ iperbola ordinaria, sembra non potersi applicare alle aree 
simili a camp, e corrispondenti alle ascisse negative, perchè 
diviene immaginaria per queste ascisse. Nondimeno, sia per- 
chè le aree CAMP, camp sono evidentemente tra loro eguali 
quando OP=op , sia ancora perchè rimontando al differen- 

• dx • 

ziale — delle aree , si vede che esso non muta nel sostituì- 

X 

ro—x ad x , (poiché abbiamo 1 si dovrà 

tenore che bensì le aje corrispondenti alle ascisse negative, 
vengano rappresentate dai logaritmi di queste ascisse riguar- 
date come positive. 

360. Si può anche osservare che le formolo (A) e (B) tro- 
vale nei due n.*357 e 358 non sempre si possono adoperare 
quando i limiti dell’integrale hanno segni diversi: e ciò tiene 
alla circostanza che fra limiti così fatti l’ordinata (ossia il cocQì- 
cienle differenziale dell’area), e talvolta l’area stessa pren- 
dono valori infiniti. In ogni modo, giovandosi di quanto è 
detto nei n.' 34-2 e 348 , non si mancherà di ottenere il 
valor dell’area quando c finito, e di riconoscerlo infinito 
quando è tale realmente. 
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36 ( . Nella logaritmica rappresentala dalla fig . 62, essendo 


y=o*, 


e con ciò fydx—fa^dx = 


la ’ 


il valore dell’area t=OBMP coniala dall’asse delle y , e 
valutala in parti del quadrato di OB=^i, sarà 




y— I 
la ' 


E però essendo y=o quando x= — 00, l’area Ou...vBO , 
inlÌDitameute lunga secondo l’asse negativo delle x, avrà 

valore finito ed espresso da , ossia dal modulo del sistema 

di logaritmi relativi alla base a, 

263 . Per la cicloide OMD {Jiy. 63 ) esseudo (206) 


si à fydx= . 

y/ìioy — y* 1/201/ — o* 


l/aoy— y* 


Questo integrale potrebbesi ottenere sia con una delle so- 
stituzioni praticate nei u.‘ 298, 299, sia con ridurlo al noto 
integrale (283,5’) 


/, 


dy a — V 

, =s== = arc . cos — - 
[/ìiay—y a 


mediante la formolo (E) del n.° 3 ii. Ula possiamo prescin- 
dere da questi mezzi considerando l’area ÈpMO in vece del- 
r altra OPM \ e la si trova ridotta senza veruna integrazio- 
ne alla quadratura del cerchio , cercandone il valore in fun- 
zione di PM=y. Difatti prendendo per coordinate della cur- 
va le rette Bp=OP=x , e pM=y‘ , il differenziale dell’ arca 
BplUO y'itìa espresso (i 5 o) da y'dx , e colla sostituzione 
di 2a — y per y', e del valore di dx fornito dalla sunaotatu 
equazione dilTcrenzialc della cicloide , abbiamo 


|/2ay— y* 


dy V •i.uy—y* , 


e per conseguenza 


BpMO — dyS tay—y* . 
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Ora è manifesto che riferendo il cerchio EKD alle coor- 
dinate EJl=y , ed IlK=z , l’ equazione di questo cerchio 
è z'= 2 arj — y*, e quindi risulta bensì l’area circolare 

EIIK=J^ zdy dy . 

Dunque l’area cicloidale BpMO SArk equivalente all’arca 
circolare EHK , e prendendo per y l’ ordinala ifc’Z? sarà del 
pari l’area BDO equivalente al semicerchio EKD, c l’al- 
tra BCADO quanto il cerchio ELDK. Quindi essendo il 
relLangolo OC misurato da 0A.0B—2Ka.2a=^ii:a',rarea 
ODA , contenuta fra un intero ramo di cicloide e la tua 
base , rimane espressa da , e con ciò è tripla del cer- 
chio generatore : come indipendentemente dal metodo inte- 
grale trovarono , i primi , Roberval e Torricelli. 

363. Per le cose fio qui ragionate qualunque sia il contorno 
di un’area piana, la misura di questa si riduce sempre alla 
integrazione di funzioni implicite od esplicite di una variabile. 
Se il contorno fc una curva continua che ritorna in sè stessa, 
come {fig.64), supponendo essere OP^ek OPa> 

i limili delle sue ascisse ( 227.1“), l’equazione F{x,y)=o 
della curva darà per ogni ascissa intermedia x almeno due 
valori reali, esprimenti lo ordinale i’J/, e PM,\ ora c visi- 
bile , dopo le cose precedenti , che l’area MoMiMs>3J^ verrà 

espressa dall’ integrale definito/ -y.), in cui x , Xs> 

dinotano le ascisse OP^ , OPx ; cd y,,y^ esprimono le or- 
dinale PjìE , P3/,. 

Se poi il contorno è discontinuo, o vogliam dire compo- 
sto di parli spettanti a lince diverse, si considereranno ad ima 
ad una queste parli , e si calcolerà separatamente il valore 
«leir aja relativa a ciascuna di esse , adoperando per y la 
funzione di x che esprime la corrispondente ordinata ; e 
jioscia si faranno tra questi valori le addizioni o sottrazioni 
che la forma del contorno potrà esigere. 

364.. Inoltre è chiaro che T espressione analitica dell’ aja 
racchiusa nel proposto contorno, debb’csserc indipendente dal 
sistema delle coordinale cui si riferiscono le varie parli di 
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esso ; ma non per questo è men chiaro che una scelta di 
coordinate fatta con discernimento, può rendere facili e brevi 
talune integrazioni , che altrimenti sarebbero lunghe e com- 
plicate. 

In prova di quest’ asserzione , e per dare ad un tempo 
qualche applicazione della formola delle aje in coordinale 
polari , espressa ( 21 S ) da 

du=- r*ch , 

2 

ci proporremo di valutare l’area OMAmO [Jig. GA ) della 
lemniscata. L’equazione di questa curva in coordinate ordi- 
narie essendo (23 1 ) 

(a:-+y*)-=a-(x--y-), 

è chiaro che in questo sistema di coordinate, la quadratura 
dell’area proposta esigerebbe l’integrazione di un differenziale 
irrazionale noo molto semplice ; ma passando dalle coordi- 
nate ordinarie alle polari colle note formole 

ar= OP=r cos co , y= PM= rsen®, 
l’equazione della curva diviene semplicemente 
r*=a* ( cos*® — sen*a5)=a*cos2J3, 
e quindi si à bentosto 

/*tìfoC0S 203= ^ 8eU2<K. 

a a t/ 4 

Resta che si vegga quali siano i limiti fra i quali bisogna 
prendere questo integrale per aver l’area OMA , che è la metà 
della proposta. Ora essendo manifesto che le posizioni estre- 
me del raggio vettore OM , dal cui movimento l’area può 
concepirsi generata, sono OA e la tangente OT dell’arco 
OM in 0\ e per la teoria dei punti multipli { 22 ^) essendo 
cosa 4'acilissima il vedere che questa tangente incliuasi ad Ox 
sotto un angolo scmiretto , i limiti dio» saranno zero e ^'6°. 
Pertanto avremo l’area OMA—^a*, dal che risulta che tutta 
l’area della lemniscata eguaglia il quadralo del parametro di 
questa curva. 
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36j. Pur la spirale di Archimede abbiamo (219) 
iicr — Ax, 

diuolaiidu A il passo della curva. Quindi 




• A* 

8ir» 


dai ~ 


A* 

24** 




(U) 


c quesla forinola divenendo nulla con a> , dinolerà ( 35o ) 
r area Plm , {Jig. 66). 

Ponendo <sx=2'jr, si ollicne V area PImnO contenuta nella 
prima spira, e risultando espressa uo^-kA* , è chiaro che 
pareggia un terzo del cerchio il quale la racchiude : con- 
forme trovò Archimede. 

366. Convien badare con attenzione ai limiti fra i quali 
bisogna prendere l’integrale esprimente l’area di una curva 
riferita a coordinale polari, tenendo presente che gli elementi 
dell’area sono dei settori aventi per commi vertice il polo. 

Cosi nella spirale di Archimede volendosi l’area OLMNOO 
terminata dalla seconda spira e dalla retta ^6^che unisce gli 
estremi della prima e della seconda spira, si andrebbe errato 
|)onendu nella forinola (U), perchè ciò equivarrebbe 

a valutare l’ integrale da (»=o sino ad ffl=4'*' j mentre l’area 
richiesta vieu generata nel secondo rivolgimento del raggio 
vettore intorno al polo , é perciò le posizioni estreme di que- 
sto raggio corrispondono ai valori 2 ir , e d’r di a>. Questi 
pertanio sono i limili dell’ integrale , e così l’area dimandala 
risulta espressa da \7tA' , per modo che l’area compresa 
tra la prima e la seconda spira torna eguale a 2 'tcA*. Dopo 
questa osservazione è ben facile verificare il trovalo pur di 
Archimede: che l’area contenuta fra la spira e la 

seguente , pareggia n volte quella che vien compresa tra 
la prima spira e la seconda. 

367. L’equazione rOi'=a della spirale ijKU'bolica dà 


, 1 , . a* dv a j 

da = - r dx=. = dr . 

•I 


Quindi 


•ÀV u 
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e cos'i per un’arca aualiinqiic ) compresa tra 

i raggi settori ed r corrispondenti agli archi ed , 
avremo 

J4A;/=-( = (A) 

a \ «’o <" / a ^ ' ' 

Supponendo , per fissare le idee , che l’ area da valutarsi 
cominci da PB c proceda nel senso dei raggi vettori cre- 
scenti , abbiamo '»o = ^ ed il perchè sostituendo in (A) 


questi valori , e cambiando i segni dei risultati ( come do- 
vrebbero mutarsi bensì quelli dell’ espressioni di du) ^ sarà 

2\Aì * / \2 ^ / 

Una di queste espressioni di BPM , per esempio la pri- 
ma , folta da quella del trapezio APMQ che si vede csaere 

* jni rcos« , , fl® cosai/ sen®\ 

-AQ{AP->rQM)= — {ia-r^xKc^)—~-^\^ , 

dà per resto l’espressione dello spazio ABMQ , cioè 


Or la frazione variabile compresa nella parentesi assume la 
forma indeterminata ^ quando si suppone a=o , cioè quan- 


JBMQ= ( 


2vcosA>— V — seriA'COSA^ 


do r area asintotica ABMQ diviene infinitamente lunga ; 
ma per la regola prescritta nel n.® applicata due volte 
di seguilo, si trova eguale all’ unità. Pertanto avremo 

AS . . . TMBA= a*. 

a«f 


368. Finalmente l’equazione della spirale logaritmica, 
vai dire 

If* • I I 

A'=lofl:r=7-» (landocr = r</r , 

^ in « '/.fa 
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abbiamo subito per i’ area MJ?M {Jig, 68 ) compresa tra i 
raggi vettori r» , r , 

formolo che ci presenta il prodotto del modulo del sistema 
cui la spirale si riferisce, pel quarto della diifereuza dei qua- 
drati descritti sui raggi vettori , r. Il perchè,, nella spirale 
logaritmica neperiana l’area compresa tra due raggi vettori 
e l’arco intercetto, è quarta parte della differenza dei loro 
quadrali. 

a.o Betlificazione delle curve. 

369 . Avendo dirtiostrato nel ri.“ i3i che l’arco s della 
curva espressa per l’equazione y=if(x) a coordinate orto- 
gonali, contato da un qualunque punto fìsso e terminato al 
punto {x , y), vien rappresentato dalla funzione di x che à 
peik coediciente differenziale il radicale 

e che svanisce nel sostituire per x 1’ ascissa di qoel punto 
fisso , è chiaro , dopo ciò che abbiam detto nel n* 336, che 
se x„ dinoti quest’ ascissa , dovrà essere 

* =// V»+(/'(x))*. (S) 

370 . Prima di applicare questa formola a degli esempi , 
osserveremo che il teorema dimostrato nel n.“ 338 sussi- 
ste per essa , e che però sarebbe lecito di valutarla per ap- 
prossimazione colle avvertenze c le formole date nei n.* 34-2, 

345 , quando anche per un valore a intermedio ai 

limili dell’ integrale divenisse infinito il radicale che moltipli- 
ca dx , purché non lasciasse di esser finito il valore , cui 
diremo ò, della funzione f{x), ossia dell’ordinata della curva. 
Difalli , per poter essere infinito il detto radicale è neces- 
sario c sullicicnle che lo sia pure f'{x), o vero che nel punto 
{a,ò) della curva, la tangente di questa sia perpendico- 
lare all’ asse delle x. Ora ciò non impedisce che sia finito 
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l’arco intercetto all’ origine deH’integrale ed al punto (a,b). 
E veramente^ percbè sia fi ni la ^(a?) quando x=a, non ostante 
che Mr Io stesso valorè di x sia infiniÌay'(T)', bisogna ( 34 . 7 ) 
chey '(j:) sia capace di ricevere la forma 


X 

ft » 


composta per modo che abn sih minore di « , e che Z 
abbia valor finito quando x = a. Ma per essere 

- - / fi» 

Vi +(/(^))* = , 

o)« (4r— o)w 

ed in conseguènza 


. — — -/ 2n 

ia^-a)s/i+{f{^))'==(x-d) ”* V {x—a}”» -f 

si vede che anche questo risultamentb è finito o nullo per 
quandi) m non è minore di n ; dunque si veriAca 
per 1 integrale (S) il carattere che net n.* 3^^^si diiiiOèrtrò 
nec^ario, acaò lo stesso possa riguardarsi com^una somma 
di elementi dinerenziali. 

371 .' Per F oippostó, S chiarò chfe il teorema del n.® 338 

deve trovarsi in difetto pér l’ intégrale/cfeyi-f (/'(*))• preso 

da ar x^ sino ad x = <i, quando per x = a divengono 
insieme infinite- le- fuiizioni /{x} ed f{x), perchè allora l’arco 
intercetto a'i delti limiti è ad evidenza infinito. Ma oltre a ciò 
1 equazione (S) può trovarsi ia difetto, nel senso che mi suo 
membro sarebbe reale e l’ altro ioittiagitiario , quandb por 
certi valori di a; le funzioni /(a:), /'(x) divenissero imma^ 

uarie , rimanendo tuttavia reale il radicale e 

con esso l’ integrale /afa* Vi+l/W)*: come tra poco vedre- 
mo in un esempio. 

4.3 
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Direbbesi lo slesso dell’ integrale 


*+(/'(»))• » 

Qualora tornasse conto di ritardare 1’ arcò qual funzione 
dell’ordinata, e l’equazfone della curva fosse x=f{j/). 

372 . Ciò premesso consideriamo in primo luogo la para* 
boia ordinaria , espressa ai solito per 1* equazione 

j^=2aar, 

e per rendere più facile l’integrazione, consideriamo l’arco 
e l'ascissa come funzioni dell’ordinata. L’equazione della 
curva dandoci allora 

dinotando s l’arco intercetto al vertice ed al punto (a?,y) 
della parabola. Ora essendosi trovato nel n." 356 

.fdx \/x*—a* — ->\/x*—a* (^"f*V** a*)t 

cambiando — o* in o* avremo 

fdy\Jy*-^a' =1 Vy*-^a« + ^ ^ (y + Vy*-+-a* )j 
e per conscguente la lunghezza. dell’arco OM.Jig. 54, sarà 

Questa formula esprime l’arco in funzione dell’ordinata; 
ma sostituendovi V*oar per y , avrebbesi facilmente in fun- 
zione deir ascissa 


1/ i-i I 

r 
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SyS. Per ciò che eibbiamo detto, la parabola ordinaria o 
di secondo grado non è reilificabile , dandosi questo nome 
soltanto alle curve , le cui lunghezze si possono esprimere 
sotto forma finita ed algebrica delle coordinate. Ma tra le 
parabole dianzi (354) considerate , e che qui esprimeremo più 
semplicemente coll’ equazione 


y=iitx"t 

è facile vedere che ve ne à infinite rettificabili. 

Difalli , essendo per queste curve 

~ , abbiamo JHx l/i -f- fdx{ i -\-n'»*x*"— “ )* ; 

usc w 

or questo integrale rapportandosi ai differenziali binomi, se- 
gue da quanto abbiam detto nei n.‘ 3o5 e 3o6 , che il me* 
desimo sarà esprimibile sotto forma finita ed algebrica quando 



= 1 , o pure 



ì 


dove f esprime un qualunque numero intero e positivo. Que- 
st’ equazioni danno rispettivamente 


«=» 


ai 


31 

n=— : — , 

31 - 4-3 


e però una sola di queste formolo vaie a dare (ulte le pa- 
rabole rettificabili , non risultando diverse che nella posizio- 
ne rispetto degli assi , quelle che si avrebbero per uno stesso 
valore di r dall’ una o aaU’altra (brmofa. Servendoci dun- 
que , per fissare le idee , della prima formola ; e per avere 
no risultato omogeneo ponendo 


-^=e, sarà a^* = x*^^ 

l’equazione generale delle parabole rettificabili. 

374 . Tra queste curve , le quali facendo successivamen- 
te s'=i,=2,=3, ec. risultano espresse dall’equazioni 

ay*=x^ ,ay^=x^ ,ay^=sx^ , ec. 


Digitized by Google 


(.34q) 

la prima, ossia la parabola cubica .dj secqnda speqife, £|in> 
obe dcWà parabola di Neil, dal nome del geometra che il 
primo esibì :una curva algebrica rettificabile , la cui esisten* 
za era tenuta presso che impossibile ,da €artesio. Per la 
desima essendò 

• 1 

y = ^, equinJi ^ = , abbiamo 

a sa* 

fi-v^=f^i'+ìiy=ryi^ > 

da cui risulta per V arco s=^OM{fiy.6g) 

*=/> ( ■ +!-:)' = ^ ti/H!7 - ] • 

Questa forinola dovrebbe dare per s yalori immaginar? 
quando x si prende negativa , ,e nondimeno li dà reali fin- 
ché X è compresa tra zero e' — ^ a. Essa dunque è in di- 
fetto per questi valori di x , verificandosi con ciò il caso 
notato nel num. Syi. Gò per altro non obbliga a ricercarne 
altra , non essendovi arco della curva che quella formola 
non vaglia ad esprimere. 

Syfi. Omettendo la rettificazione del cerchio , per la quota 
non sapremmo dare una serie più convergente di quella che 
abbiamo trovata nel num. ci uceuperemo adesso della 

lemniscata prima ancora dell’ ellisse , per esser dessa una 
curva, che a simiglianza della parabola e del cerchio (,ccd 
quale à inoltre deUe analogìe notevolissinie dipende da ua 
solo parametro ; e che però, sotto questo punto di veduta^ 
può considerarsi più semplice dell’ ellisse , che tiei]^ 
zialmenle due parametri. 

Nella lemniscata (siccome vedrem puK nell’ ellisse e neh 
r iperbole ) il differenziale dall’ arco in coordinale ordinarie 
non è mollo semplice: al contrario per questa curva risulta 
semplicissimo in coordinate polari. Uifatti l’equazione della 


lemniscata fra qiieste coordinale essendo (365) 
r*==a* ( cps*a-' — sep*® )==o*gpS2« , 

. ,, , , adoiemidt 

ne risulta >’=«vcos a®, e ar= , 

^ t/co* a»> 


(4) 
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Pertanto sarà 


ds= \/ </r 


ùdst 


-t- COS 2» 


|/C082» 


adie 


adm 


p/cÓ8*.(B— S€n*® ' sen*« 


, 0 


e basterebbe gettare in serie il bim>inio (i — 2 sen*®) per 
integrarne poscia i termini moltipUc^ti per ads> colla prima 
delle formole date nel num. 320. Ma per avere una serie 
di sicura «onwgenza porremo 

8on(p , , t , «Tipc®*? 

a d<f ' 


Cosi risulta : 


da = : 


i 


t/2 (/i — |sen*<p * 

,o vero, sviluppando ip serie il biqpipaio ( i — |-sen*(f ) 

* = ^ + rii f 


(*) Questo differeoziale ti muta Facilmente in funzione 4> r mercè 
l’eqnazione sen*<»+cos*<»=:i, e l’equazione (A); e diviene ' 

togliendo ad origine dcirarco « il punto O {Jig. 65), perchè crescano 
insieme r ed t. Facendo poscia r=ax , risulta 


d$— a 


dx 


(/ 1 — «t * 


di cui si à r integrale nel prodotto di a per la serie trovata in fine 
4el n.« 3a8. 

Cosi dunque abbiamo per l’arco OM 


/r , I 1 r’ 1 . 3 1 rs i.S.s i r>* \ 

* **Vo’a5o5' «.4909'^ 8.4.6 ry a *9 / ’ 

e pel quadrante dell’intera curva 
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Dopo ciò, essendo per la citala formola 




1 



•/rf?sen^=~!!^!w 

4 


I -3 , r.y 

^sen9.cos?+— .f, 


sen5«p.cos<p r.5 , i.S.5 1.3.5 

_sea*9.co8^.-— sen«.cos9+;^?. 


2.4.6 


s.4.6' 


e così di seguito ; per axere prossimamente la misura di un 
Qualunque della lemniscata, basterà prendere quest’ inte- 
grali Ira i limiti espressi dai valori di 9 corrispondenti agli 
estremi dell’arco, e sostituire i risultati agl’ integrali della 
serie 




Così ponendo un estremo dell’arco nel punto J {fig. 6 S) , 
pel quale è zero oa e quindi e lascian^ iodeterminato l’al- 
tro estremo M ^ i notati integrali vao sostituiti come sono 
nella serie , Mrchè svaniscono con 9. Allora se si voglia il 
quadrante 'AMO della curva , si osserverà che nel punto O 


si à l'angolo e quindi 8en<» = -^. Da ciò risul- 

4/2 

laudo sen ^=Y^*sen o>=t , e quindi ^s=- , gl’integrali 
precedenti divengono 

j ì “ j • ft ” « 6C» I®/ 

3 22.42 2.4»6 2 ' ' 

ed il quadrante della lemniscata risulta espresso dalla serie 


21/a 




376. Sia ora l’ellisse rappresentata dall’equazione 
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dove a esprima il semiasse maggiore , e 4 il semiasse mi- 
nore della curva. Differenziando si oUiene 


a* 6‘ 


= t, da cui 




b*x* 

o*(a‘— X*) ' 


Pertanto avremo 


•=f> =JT‘^ ' <■> 

chiamando « l’arco BJf ( ,fig. 55 ) contato da un estremo 
dell’asse minore. Questo integrale si riduce all'altro 



(2) 


S onendo \] a*— h» =as, cioè a dire chiamando e il rapporto 
ella eccentricità della curva al semiasse maggiore ; e prende 
in seguito la Forma semplicissima 

ponendo x=saz. Per la ricerca di quest’ultimo integrale ba- 
sterebbe risolvere io serie il radicale Vi— poiché gl’in- 
tegrali dei prodotti dei termini di questa serie per la frazio- 
ne ^ — = , risultando della forma 

\/l — JS* 






Az'dx 

l/'i—** 



Bz^dz 
|/'i— a* 



CzHz 

|/i— *» ’ 


ec. 


si potrebbe colla formola (A) del n.® 3io far dipendere age- 
volmente il secondo di essi dal primo , che sappiamo es- 
sere are sena; , il terzo dal secondo , il quarto dal terzo 
e così di seguito. Ma per l’ellisse , come per la lemniscata 
è più comodo esprimere l’arco BM , {Jig. 3'5') in fmizionc 
dell' angolo CON misurato dal corrispondente arco CN del 
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cerchio descritto sulFassé maggiore. DìfatU ^ 
quest’ angolo , o che torna lo steaso ponendo 


senese - , 81 a a®==— =^== ,, 

^ ^ l/a»— X* 


chiamando 9 


e quindi la formola (2) diviene 


gTTTa 


t (kf y 1— (■ sen^ » 
ovvero , sviluppando il radicale in serie , 
*=«( d<^wo^- 




a.4-6 /o ^ — 


9-=^, 


*•> 


Il perchè, in questa serie, sostituendo agl’ integrali le cor- 
ris|K>ndenti espressioni scritte ntel n.° precedente, il risultato 
dinoterà la lunghezza dell’arco BM. 

376. Cosi, pel quadrante ellillico l’angolo 9 diVfen rètltì',< 
e i detti integrali prendono gli stessi valori (a) che pec la 
lemniscata. Perciò il detto quadrante risulta espresso’ da 


serie di rapida convergenza per l’ellissi di piccola eccentri- 


cità , e che si riduce idla nota formola — del quadrante cir- 


cólàrc di raggio a, quando l’ellisse voltasi in cerchio con 
supporne l’ eccentricità nulla. 

377. Per r iperbole si potrebbe’ téneré' Uii' metodo consi- 
mile a quello seguito per l’ellisse, ma sarà meglio far ve- 
dere come la rettificazione dell’ipcrbola dipenda da integrali 
i cui valori troi^nsi ridotti in tavole , e alcuni dèi quii! e- 
sprimono imm'ediàtameute archi ellittici. (*) 


(*) I (ré integrali di forma speciale 

J* \/i — 6’»en’9 ’ (i-t-nien’9)l/i‘ — t^sea'f ’ 

dove s si suppone minore dell’ unità , e il primo dei quali si riferisce 
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Liquazione dell' iperbola riferila agli assi ed al centro, es- 
sendo al solilo 



il dilTercnzialo dell’ arco iperbolico può aversi da quello che 
nel II." 373 abbiam trovato per l’ arco ellittico , mor<« il 


• olla lemniscata quando > e il secondo sì riferisce all’ellisse di 

semiasse maggiore i , e di eccentricità < , meritano un’ attensioae -par- 
lieolare ; perchè si è giunto a provare che ad essi può sempre ridursi 
r integrale 

f dxf{z,M »-I-^ x-t-yx'-t-S ), (à) 

quando J esprime una funzione algebrica e racionale di x c del radi- 
cale : e con ciò si presentano in molte ed importanti ricerche geome- 
triche c tìsiche. I medesimi non essendo esprimibili sotto forma finita, 
nè algebricamente nè per le trascendenti ordinarie , si riguardano come 
trascendenti di ordine superiore, ed avendo tra essi delle relaeioni con 
che da uno si potrebbero desumere gli nitri due , si dà loro il nome 
di funzioni ellittiche, o tmscendenti ellittiolte , e si distinguono con 
dirle rispettivamente di prima , di seconda , e di terza specie. 

A proposta di Legendre, che à studialo piò di tutti queste trascen- 
denti , si è convenuto di indicarne i valori contati da <p s: o colie ri- 
spettive caratteristiche /’(<,<()), l?(s,tp), n (n,<,<p), quando l’angolo tp è di- 
verso dal reUo ; e colle altre più semplici F {») , E (<) , IT (n,<) quan- 
do l’angolo <p è retto: nel qual caso prendono anche il nome di fun- 
zioni ellittiche complete. 

Le prove di quanto abbiamo asserito si daranno a suo luogo. Qui 
siamo contenti di notare che attesa l’importanza delle funzioni ellitti- 
che , il citato illustre geometra à ridotto in tavole i valori delle fun- 
zioni della i« e della 8*spec'e, supponendo la frazione <=sen 9 (alfine 
di stabilire una legge nel suo procedimento ) , c calcolandoli altri con 
dieci , altri con nove cifre decimali, per lutti i valori degli angoli 0 e <p , 
di grado in grado, da o" a 90°. E facile intendere che queste tavole do- 
veano essere, come suol dirsi , a doppia entrata, a simiglianza della tavola 
di Pittagora; perchè ciascun valore di una funzione ellittica di prima o di 
seconda specie, dipende da due quantità s=s8en0, e <p, che Legendre 
chiama modulo ed ampiezza della funzione. 1 valori poi della trascen- 
deste di terza specie, non essendo riducibili in tavole perchè dipen- 
dono da Ire quantità Legendre dà il modo per desumerli dalle 

tavole dell’altre due trascendenti ; e queste tavole lan parie dell'opera 
intitolata : esercizi di calcolo integrale. 

44 


Digitized by Google 



(346) 

cambio di h* in —"b*, col quale si volta parimente l’equa- 
zione dell’ ellisse in quella dell’ iperbola. Tal differenziale 
sarà dunque 


d»-=dx 



o® (a*— X») 


= dx 



(o*-Hó*) X® — a* 
a*(x* — a*) 


Per renderlo più semplice supponghiamo (o*-l-A*)6* = a*; 
sarà e un fratto esprimente il rapporto del semiasse trasverso 
alla eccentricità dell’ iperbola , ed eliminando in virtù di 
questa supposizione il binomio dal differenziale prece- 

oente, avremo in vece 

t y 


Ora sul riflesso che x è sempre maggiore di a ^ se pon- 
gliiamo 

a , , a</<pco8<p 

x= , Sara dx= , 

scn <p sen» <p 


c quindi si avrà , fatte le ovvie riduzioni , 



</<P 

sen* <p 


\/i — s*sen*<)>. 


È facile conoscere il significato geometrico dell’angolo 
poiché menando per P 56 ) la tangente Pi al cerchio 
descritto sull’asse trasverso, cd unendo il raggio Ot , ne 
nasce il triangolo rettangolo OPt, il quale dà Ol^OPsenOPt, 
cioè a dire a=x ^cnOPl: dal che risulta <i^—ang.OPt. 


Gl’ italiani non sono rimasti estranei a questa importantissima branca 
lieti* analisi moderna , poiché le ricerche del conte Fagnani ( che Le- 
gendre chiama geometra di una grande sagacità) sugli archi ellittici, 
iperbolici , « della lemniscata , han data origine alla teoria delle fun- 
zioni ellittiche ; e il trovato più originale circa esse è il metodo d’in- 
tegrazione per la formola (A) , dato da Lagrange nelle nuove Memo- 
rie di Turino per gli anni 1784 e lySS, e di cui il sig. Lacroix non 
teme affermare die sia forse il più elegante di quanti ne produsse la 
penna degli Analisti. 
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Dopo ciò , se prendiamo per origine dell’ arco s da rcl- 
tifìcarsi il vertice yi , l’ integrale di c/s espresso in x avrà 
per limite inferiore a; ma questo valore rii x sostituito ncl- 

r equazione arsen 9 =« dà sen 9 =i , e quindi 9 = - ; dun- 


que il limile inferiore dell’ integrale esprimente lo stesso arco 
in funzione di 9 sarà^ - , e quindi avremo 

a rf<P , a rf<P , — 

#= /_ Vi— s«sen«®= - I — V»— * 

sen*cp » sen»<p * 

Or siccome l’integrazione per parti dà 


nd<p , , , r d<fC06^(e 

I Vi — s«sen*<p= — COt9. Vi — s»sen*<p — £ I . — ~ , 

t/sen*<p ^ '' t/l/i— «•sen*9 

COSÌ prendendo tra questi limiti la parte indipendente dal 
segno y, ed indicando che tra gli stessi limili va pur falla 
r integrazione dell’ altra parte, avremo 

a - - /»? _ e/<pcos*<p 

f=-COl*.\/i — 8«sen*<p — 0^1 * , , — 

5 ^ V* T 1^, — 5*sen*«p 

Ma d’altra parte si à identicamente 


I— s» 


1/ 


COS*<f> 1 . . - - - 

I 8sen*cp ' ‘ «• |/ 1 — i®sci)*<p ’ 


dunque sostituendo sarà 

*="(col9. V 

Infine, partendo in due ciascuno di questi integrali con os- 
servare che in virtù del n" 336 si à generalmente 


e quindi 4 >r /9 

c di più indicando, secondo l’uso, i quattro integrali 


s*scn*<f 
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{ i cui Talori (rovansi ridolti in tavole ) colle rispettive ca- 
ratteristiche , B{s ) , F{s,«f), F (s), la lunghezza del- 

l’arco iperbolico ^Jff verrà espressa da 

tf==- j^cotif. V 1 — j*sen*<p — [^(s) — ^£,9)]-|-(i — £*)[/’(£) — • 
378 . L’equazione dell’ asintoto OS essendo y =^x, la 


sua parte OJV corrispondente all’ arco JM viene espressa da 



X . a 1 

- = — 
a t sen^ 




avuto riguardo all’ equazioni («*-)- 6 " ) , a?sen 9 = o; 

e quindi la differenza ON — arco yiÀJ risulta espressa da 


[ 


sen <p 


<?)]-( 9)]] ■ 


Ma «ipponendo ^= 0 , la frazione scritta da principio nella 
parentesi generale si presenta sotto la formai, e colla regola 
data nel n” si trova esser nulla , e ad evidenza svaniscono 
bensì le trascendenti E , /’(£, 9 ) ; dunque netf iperbola 
di semiasse trasverso a , e di rapporto fra esso e l’ eccentri- 
cità, s , la differenza ira i arco e t asintoto , coniati da 
un vertice e dal centro , e prolungati all’ infinito^ è non 
pertanto Jinita ed espressa da 


379 . Tra le parabole diverse dall’ordinaria , considerate 
nel n.° 354, si trovò esservenc infinite rettificabili. Non così 
delle iperbole pur dianzi ( 358 ) contemplate : che anzi la 
rettificazione di queste curve dipende sempre , siccome quel- 
la dell’ iperbola ordinaria , da trascendenti di ordine supe- 
riore. Difalli , esprimendole qui coH’cquazionc più semplice 

, si à ds=S = x—"—' dx (//**'* 

Or questo differenziale si ru]>po.'la ai hinoihì irrazionali, c 
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8 Ì vede chiaratnenle noa esser possibile che sostituendo per n 
un valore positivo, una delle due fornioie 


a«-+-a ’ ar<+a a au-f-a ’ 

divenga un numero intero: come si esigerebbe (3o5 e 3o6 ) 
acciò r integrazione di quel differenziale si potesse eseguire 
sotto forma finita, sia algebricamente sia per le trascendenti 
ordinarie. 

38o. Passando ora alle curve trascendenti , cominciamo 
dalla logaritmica , esprimendola come nel u° 36i per l’equa- 
zione 

y=a“ , che dà ~= la.a‘^=la.y, e quindi 


dsr=^dx ^ I =S 3 dx \J t 4 - (la.y)*. 


Giova osservare come l’ espressione di dg, di trascendente 
qual era in x divenne algebrica in y mediante la relazione 
(^=y; poiché lo stesso avrebbe luogo per qualunque dif- 
ferenziale della l'orma dx Nel caso nostro poi , sicco- 
me questo differenziale algebrico si riferisce ai binomi irra- 
zionali , e per ventura à luogo il primo dei casi nei quali 
è dato integrarli sotto forma finita , cos'i l’ integrazione po- 
trebbesi eseguire ponendo i +( /fl.y )*=z* , conforme a ciò 
che si disse nel n." 3o5. Ma qui per la forma particolare 
dello stesso differenziale , possiamo raggiungere più spedita- 
mente lo scopo supponendo la.y — tanr, dal che 


dr 




rfrsecT 


du=- , e — \ì\-\-[la.y)'~-, 

/a.cos*r la.y ^ /a.cos*r.lanr 


dx 

/«.selir.C 08 *r 


Difatti , a prescindere che l’ integrale di quest’ultimo dif- 
ferenziale riducesi tosto ad un altro cognito mediante la for- 
mola (D) del n.” 3 19 , si vede ancora palesemente che 


dx 

8cnr.cos*r 



SCBX 


dxseiìx 

co#*r 


Ma l’integrale della prima di queste due frazioni è tra quelli 
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notali nel n.° 3 ao, e quello della se<x>nda si à CTÌdcnlemenie 
per una regola ovvia (280), dunque sarà 


/; 


senr.co8*t 


= /. tan - + — ; 


COSf 


e però indicando con il valore di t relativo alcomincia- 
inenlo dell’arco s da misurarsi , avremo 



* 

\C 08 r 

COSfo ' 


/ . tan 


L_/.tan-V 

2 2/ 


Noteremo pure in riguardo alla logaritmica ( comunque ciò 
scmbr.ir possa superfluo ) che la variabile r , in funzione 
della quale si è potuto esprimere con tanta semplicità la 
lunghezza di un qualunque suo arco , dinota l’ angolo che 
la tangente della curva comprende coll'asse delle or, (9). 

38 1. In fatto di rettificazione potremmo lasciar da parte 
la cicloide , che si dimostrò rettificabile nel u.® 210. Per 
altro, in conferma di quel risultamento, basta osservare che 
r equazione differenziale di tal curva , scritta nel n.° 206 , 
dà in funzione di y 


ds=.sjdx'+drf=dyy/ = 

da coi subito si desume (280) 

S ^ aa(aa—y'^ C. 

Avremo dunque,, 63 , 

arco OM =f^ \j2a = 4 a — 2 , 


e ponendo y=2a = ED, semicicloide OMD=![a. 

Inoltre chiamando x' ed s' l’ascissa DH e l’arco DM a 
contare dal vertice, ed osservando che x'= 2 a — y , sarà 


s'=OMD — 0 M= 2 \j 2 ax‘ ^ e quindi s‘*=Sax' 
tulio conforme a quanto si disse nel n.° 210. 


Digitized by Google 



(35i) 

382. In ordine alle spirali , quella di Archimede avendo 
(219) per equazione r = a®, sarà 

ds =\Jdr*-\-r*doì'—\/ r* — =- dr 

Questa formola è alTalto simile a quella che si ebbe nel n® 372 
per la parabola : il perchè un arco qualunque della spirale, 
contalo dal polo , verrà espresso come in quel n® da 

cosi che un arco della spirale di Archimede, ed un arco 
della parabola di eguai parametro hanno la stessa lun- 
ghezza , quante volte i raggi vettori degli estremi di uno 
pareggiano le ordinate degli estremi dell'altro. 

. 383 . La spirale iperbolica à per equazione r®=a, (221). 
Pertanto 

ds=. = — \/r»-+-a* = X l/ 1 + - • 

^ • P' < 1 * 

Questa formola rassomigliando a quella ottenuta ( 38 o) \ay per 
la logaritmica, ne segue che se imitando la sostituzione ivi 


praticala, facciasi - = tan t , si avrà senz’altro calcolo l’in- 
tegrale della prima formola dividendo l’integrale 

f = 

%/ 8enr.cOS*r a cosr 

pel fattore di r nella recata sostituzione, che qui è ^,cioè 

a dire moltiplicando quest’integrale per a. Se dunque no- 
tiamo con r. il valore di r relativo al cominciameuto del- 
l’arco s, avremo 

«=a ( — ^ — |- /.tan-^^ — /.tan -V 

\ cosr cosr^ a 8 / 
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Questa forinola diviene infìnilft quando si suppone nul- 
lo insieme col raggio vettore corrispondente alla origine 
dell’ arco s. E’ dunque infìnita la lunghezza di ogni arco 
della spirale iperbolica , il quale cominciando da un punto 
qualunque si supponga terminare nel polo : risultamento 
aflatlo semplice dietro la proprietà di cui gode questa curva , 
di ripiegarsi in iniìoite spire più e più ristrette intorno al 
polo , senza poterlo raggiungere. 

384 . Consideriamo ora l’ arco parimente inGnilo , che in- 
comincia dal punto B {fig- 67 ), e si distende insieme col- 
l’asintoto AS nel senso BMT. Allora siccome per un punto 
qualunque M l' equazione 


. r I , I \j . I 

tanT=-=-, dà 3=secT=-i , e T = arc.tan- , 


cosr 


COSI pel punto B al quale corrisponde o>=* , sarà 


tanr = donde =scct = , e T=arc.tan-. 

Ma supponendo condotta per A/ìa LN parallela ad AP, il 
triangolo rettangolo MPN ci dà AL=zPN ~rco6a>= , 

dunque la differenza tra l’arco BM della spirale, c il cor- 
rispondente segmento AL dell’ asintoto verrà espressa da 






1. tan 


arc.tan- 
« 


— I.lan 


arc.tan 


l Vi 




Ma supponendo ®=:o le due parli variabili del secondo 
fattore di questo prodotto ( la prima delle quali si presenta 


sotto la forma-) divengono nulle; dunque la differenza tra 


rnveo BMT e l’ fisinloto AS prolungali aU’inCnito, è non- 
d'meno finita ed espressa da 




are . lan 


cot 


l VI 
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385. CoDsiderùuDo fiaalra<>nte la spirale logarìimica. 
quaziooe di questa curva (223) 


L’a- 


®=slogr=^,ci dà ds = \Jdr*-hr*ds>* = iir, 

da cui si à immediatamente per l’arco inter- 

cetto ai raggi vettori r, , r , 




la 




(A) 


il che importa che «« arco qualimque della entrale loga- 
ritmica eerba un rapporto costante alla dijgerenza dei 
raggi vettori che lo comprendono. 

Questo rapporto, espresso qui dal coelEciente di r — r,, 
non differisce, per ciò che si disse nel n° 224 , da quello del- 
r unità al coseno dell’angolo costante formato dalla curva 
col raggio vettore: e tale appunto lo darebbe, indipendente- 
mente dall’integrazione, \\ triangolo differenziale Mmn , 
dove l’angolo Mmn ò il detto angolo coslcmte. 

Supponendo r«=o, si esprime che l’arco s incomincia dal 
polo , o piuttosto che termina in esso dopo avervi fatto attorno 
infinite spire, di più in più ristrette. Poiché dunque abbia- 
mo, ciò non ostante, per sua misura 


t/.-KM- 
' la 

possiam dire che il medesimo sarà di lunghezza finita ; ri- 
sultamento notevole, e che sembra avere del paradosso. 

In fine , supponendo a = e , la formola (A) diviene 

»z==yjr {r—r^ ) ; 


e con ciò si rende manifesto che nella spirale logarìtmica 
neperiana, un arco qualunque pareggia la differenza del- 
le diagonali dei quadrati descritti sui raggi vettori dei 
suoi termini. 

38fi. Per rapporto allo ciivre esistenti nello spazio , siano 

4o 



(334) 

storio siano piane, supponendole rapprescn late' come nel n° 
2^2 dall’ equazioni ' . 

y=f{x) , z=F{x ) , 

e cliiamando 1* ascissa del punto della curva preso per 
origine deir arco a da valutarsi, abbiamo dal n** 2^3 

cd ù chiaro clie sarebbe parimente 

«= r‘ di , 

se le coordinate x,y,z fossero espresse in funzione di una 

3 uarta variabile /, di cui si avrebbe il valore soslituen- 
o ad ar nell’ equazione fra a? e /. 

387. Per addurre un esempio facilissimo considereremo l’e- 
lica , e la supporremo rappresentata (238) dal sistema deU 
l’ equazioni 

x=Rcos t , y=^sen t , z—aRt. 

Per tal modo • 

dx= — RdtiQat,dy=Rdico%t,dz=:aRd{, 
e quindi si à immediatamente 

s=R\J di =R\j (/ — /,). 

Questa formola , avuto riguardo al citato n° , ci mostra 
che un arco qualunque s dell’ elica è all’ arco circolare 
R{t—t^) in che resta proiettato sulla base del cilindro, la cui 
superficie c luogo dell’elica, nel rapporto dell’ unità al co- 
seno dell’angolo costante che le tangenti dell’elica formano 
col piano di delta base: come, indipeodenlemente dal me- 
todo integrale , polrebbesi desumere dalla semplice defini- 
zione dell’ elica , supponendo spianata, 0, come si suol dire, 
sviluppata la superficie del cilindro nel modo descritto nel 
n" 243. 
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> . 3.* Cubatura dei solidi di rotazione, 

388. Proponcmioci qui di misurare il volume limilnlo da 
due piani perpendicolari all’ asse di rolazione , prendiamo 
qucsLi reità per asse delle x, e facendovi passare un piano 
qualunque, rappresentiamo con 

; • y=f{x) 

l’equazione della curva piana LMS , fy. 70 , clic ne risul- 
t.x Ponghiamo die uno dei piani limiti del solido corrispon- 
dà all' ascissa , e Tallro aH’ascissa variabile a’riO/', 

e chiamiamo V l’ignota funzione di x esprimente il volume 
generalo dall’area P^M,MP, È visibile che quando x aii- 
-menterà di Ax raffigurala da PQ , il cambiamento su- 
bito da F esprimerà il volume generato per la rotazione del- 
4’ area PMNQ. Ora supponendo Lx abbastanza piccola per- 
chè nell’intervallo PQ P ordinata y sia di continuo crescen- 
te o di continuo decrescente, è chiaro che il detto cambia- 
mento si troverà sempre compreso tra i due cilindri a- 
venli per altezza comune PQ •, e per raggi PM 0 QN. Ma 
essendo questi cilindri espressi rispettivamente da mj* ^^x , 
;e ir (t/-|-Ay)* ùkx , il limite del loro rapporto , cioè del rap- 
porto di y' ad (y+Ay)* è ad evidenza l’ unità; dunque eoo 
più ragione l’unilà sarà il limile del rapporto di A/ a cia- 
scuno di essi. Dopo ciù, se osserviamo che 

UV tiy'ìkX Af' , 

Ajp «'y»Ajr * A* «y*A* . 

passando ai limili avremo 

' dV 

— = iry’, e dV =vy' dx\ 

e quindi l'integrale definito ^ . .... 

n ■ {(T " 


(•) Nel nieloilo iiitìiiilesini.'ilc lAipponcndo eho dx rappresenti P() , 
y + dy esprimerà QA' , de rappresenterà la corda MA , e dv_ il Irou- 


Digitized by Google 


(356 ) 

esprimerà il Tolunie del solido generalo dall'area PJU^MP. 

38 ^. Osserviamo i° che questa formola potrebbe dare dei 
valori reali non esprimenti alcun segmento del solido di ro- 
tazione tolto a valutare ; come avverrebbe per ouei valori 
di X che rendessero immaginaria f[x)t e reale 
Con lutto ciò non ci sembra esalto il dire che la mede- 
sima sia talvolta in difetto , non essendovi parte del solido 
che non si possa valutare per mezzo suo. E questa osserva- 
zione vale ancora pel caso analogo dichiarato nel u* 371, 
circa la formola relativa alla rettificazione. 

a. che quando la figura generatrice PJH^IUP non faces- 
se una compiuta rotazione intorno alla retta fissa, chiamando n 
l’arco descritto dai punti della figura, che distano da questa retta 
per una unità , il volume generato sarebbe ad evidenza mi- 
nore di F nel rapporto del detto arco all’intera circonferen- 
za , ossia di nr a 24 T ; così che la espressione di tal volume 

sarebbe ~ y*dx. 

390. Ciò premesso applichiamo la formola ( V ) ai solidi 
generati dalle curve coniche poste in giro attorno i loro assi. 

In 1° luogo la parabola espressa dalla solila equazione 
y'=2ox , darà pel volume contato dal vertice 

F=fgJ*^ zaxdx=fKax*==x . 2ax . * =s ley* ~ : 

dal che apparisce che ogni segmento ad una base della pa- 
raboloide di rotazione, à per misura il prodotto delia base per 
la metà dell’ altezza. 

2.“ L’equazione (2ax=fx‘) , la quale secondo 


co di cono retto generato dal trapezio PMNQ. Quindi per la nota mi- 
sura di questo solido , avremo da prima 

c sopprìmendo , conforme ai principi di quel metodo , gl’ infinitesimi di 
ordine superiore, resterà dP = *y*dx. 
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ch« ti fa valere il sej^no — , o il + esprime una ellisse di 
assi 2a , , od un» iperbola di asse trasverso aa e di se- 

condo asse aó , ci dà in simil modo pel segmento contato 
dal vertice corrispondente ad x=o: 

F=fK^J** (^2oar:^x')dx=^^x' 

Quindi nel caso deli’ ellisse , cioè del segno — , facen- 
do x=aa, avremo per volume dell’intera ellissoide, 

che dicesi allungata quanao si suppone a'^ b. E siccome 
facendo rotare l’ ellisse attorno l’ asse aà , e prendendo que- 
sto per asse delle x , l’ equazione della curva non soffre al- 
tro cambiamento tranne quello di a in à e di à in a, cosi 
avremo con lo stesso cambiamento , ^tec^b per volume dell’el- 
lissoide schiacciata , la quale per ciò sarà maggiore della 
prima nel rapporto di a a ò. 

Sqi. Non si potrebbe procedere allo stesso modo per l’i- 
perbola posta in giro attorno l’ asse aà , che non incontra 

la curva; ma siccome prendendo quest’asse per quello del- 

« 

le X, l’equazione dell’iperbola è y*==^ (ar*+o*), cosi il vo- 
lume del segmento dell’ iperboloide ad una falda , confato 
dal cerchio che dicesi gola della superficie e che corrispon- 
de ad x=o , sarà 

Fs=v — r* (x'+a* )dx= I — a? ( ar*-f-So*) . 

Questo segmento può dirsi a due basi , e l' espressione di 
esso potendo ricevere la forma 

ir ^ ( ar’-l-o* ) I -t- a-irò* I = I -f airò* I , 

si vede che pareggia la somma di tre coni di altezza eguale 
alla sua , ed aventi per basi uno la base maggiore del seg- 
mento , e gli idtri due la minore, ossia la gola. 

Sga. Ingenerale adoperando l’ equazione y*=aOTX-l-tM:*» 
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c supponendo che ii solido cominci dal piano cMrispoadcn* 
le al punto (x,/3) della curva , si ottiene 

V= rj* ^y*dx (2mx-i-ax*)dx==Tn^x * — «*)+ ^ (a:*— »*) 


= 3irm {x-\-x)-\-vn J 


X — a 


[ 


2 ntx-i-nx* , nmx+nx* 4*«(j:+a)-4-n(x-*-»)* 
T f-v — — "r*’ 


] 


Ma in virtù dell'equazione alla curva i numeratori di qnc* 
ste tre frazioni esprimono rispellivamenlc il quadrato dell or- 
dinata y , quello dell’ordinata /3 , e il quadruplo quadrato 


di un’altra ordinata corrispondente all’ ascissa , e con 

ciò equidistante dall’ altre due; dunque chiamando ^ questa 
terza ordinata , sarà 



il che imporla che ogni segmenio a dm basi, del solido 
generalo da una curva conica posta in giro allomo un 
isuo asse trasverso , pareggia ire coni aventi la sua me- 
desima altezza , e per basi la metà della base minore , 
le metà della base maggiore , e il doppio della sezione 
equidistante dalle due basi. Questa beila proposizione è do- 
vuta ad E. Torricelli. 

3g3. Tralasceremo l’applicazione della formola (V) alle 
altre curve tolte innanzi ad esempi , perchè agevolissima , e 
altronde priva di interesse. La sola cicloide presenta qualche 
diUicollà nella misura del solido ^nerato per la di lei ro- 
tazione attorno l’ asse di figura DB {Jig. 63 ), ma col favore 
dell’ integrazione per parti ci sarà dato superarla. 

Da prima osserviamo che per essere ( 209 ) KM=arcQ DK, 
b quindi MH=HK-\-arco DK , si à sùbito 

. , (a<7 — x'Sitx 

9MT X» 4* - , 0. di! = ■ .* 
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tk)ve DH {yr=HM z=src DK— aro . cos (a — x). {*) 
Dopo ciò avendosi con una prima integrazione per parli 

vJy'dX=tnj'x—2,'j:fxijdtj, (i) 

,<]nesl' ultimo iùtegrale colla sostituzione de' valori di y e c/y 
ci darà 

Sxijdtj=^ax' — ^ +/fite Vaaaf— ** • = (a). 

Per applicare nuovamente l’integrazione per parti a que- 
sta lòrmola, troveremo prima l’integrale y&\/aax— «»*A tal 
line basta osservare che si à identicamente 


{a—x)*dx 


fdx\/.axZ:;^^ = r. ^ 

*' t/ J/aox— .*• J |/2o* — X' ’ 

e che però applicando ancora il metodo per parti all’ ultimo ' 

■ integrale, che si può scrivere sotto la forma ^ {a—x), 
trovasi l’equazione ’ 

Jdx^ %ax—x*x==a^—^^=~ — ( a — x)\l^ux—x* — Jdx \j2ax—x' , 


|/aaa;- 

, , f* adx 

la quale, per esser / = 

^ J |/ani— a-* . 


are cos (a — dà subito 


pj „r- / 

Jaxy’tax — X* = — — - - -■ \jiax — x' , 

Ciò posto , applicando il metodo per parli all’ integrale con- 
tenuto nell’ equazione (2) , da principio si trova 

«z* z , 


JdxsJ^ttX — x*-Z=-^ “gi® — x)\/aax—x* — x)dz\/-Aux—x*; 

ma ritornando poscia a dz il corrispondente valore in a:,si à 


(*) Si avverte che qui gli archi si riferiscono al raggio o, del pari 
che nel n“ 2toS. 
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f(a—x) dz Vaa*— =f^ (<* — dx— (tx— ^ , 
dunque sarà 

^/ì£r ^vkox — *■ .z=-^— - (a — x) ^%ttx—<e* + ^ (2ax—x^ ) , 

e quindi ritornando successivamente all’ equazioni (2) ed (i), 
e sostituendo per z il suo valore in a: ed y tratto dall’equa* 
zione della cicloide , avremo 

fxydtj = I oy* + 0 ì {20— x) {iox-yyj^ax-x* ) , 

e finalmente 

*J'^\*dx=ir j^^(2jT--a)y*— (20— jr)( 

a motivo che questa formolo si annnlla con x. 

Cosi per esempio facendo x=2o, ed in conseguenza t/==xa, 
il volume deir intero solido generato per la rotazione della 
cicloide atttorno il suo asse di figura , trovasi espresso da 

g(9sr'- 16)0*. 

394. Quando una figura piana , terpiinata da un perime- 
tro continuo o discontinuo , si suppone rotare intorno ad una 
retta comunque posta nel suo piano, la misura dei solido 
per essa descritto si esegue con un modo analogo a quello 
dichiarato nel numero 363 . £ nel coso di un perimetro co- 
me MoMiMkM, {Jig. 64 ) che chiude uno spazio , e si rivol- 
ge attorno una relk Ox da cui non è intersegato , si vede 
agevolmente che il volume del solido generalo da questo spa- 
zio viene espresso dall’ integrale definito 

(!/,'— y,*)dx, 

dove Xo ed a:® rappresentano il più piccolo valore OP^ ed il 

f >iù gran valore OPa> della ascissa x ; ed yi ,y, sono i va- 
ori delle ordinale PM, , PM^ delle due linee 
relativi ad una medesima ascissa x. 
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395. Cosi Mr esempio il cerchio espre^o per l’equazio- 
ne {y—Ef=^r', dà per y, , ed y,: 

y, = JÌ—\lr<‘’-x’ , y, = B + \/r*-^x*. 

Quindi y y,*=4^ V»—®* > conseguenza si àper 

r intero anello sferico generato da esso cerchio , 

iRdx\Jr*—x* =^RfodxSr*—x* = 2 i(‘t^l{ , 

avuto riguardo alla formola (M) del n“ 355. 

3q 6. Se poi si considera il solido generato dal semicerchio 
più lontano dall’asse delle x {fiy. 64), e terminato dal diametro 
parallelo a questa retta , si a pel volume di esso : 

Y/r»— X* )*cIx=2‘kJ*'^ [ET ■\-t^—x')dx-)rkKRj*^dx\Jr»—x' 
= ^ »• ( 4»^ + 3irr^+6^* ) ; 

ed unendo a questa espressione quella del cilindro di rag- 
gio ^ e di lato 2r, si à nella somma il volume del toro-. 

r=^r(4r*-f3»ri?-fi2^*). * 

4. Quadratura delle tuperjicie di rotazione. 

396. Chiamiamo S T ignota funzione di x esprimente la 

superficie generata per la rotazione dell’ arco 70 ) 

attorno l’asse delle a? , e supponendo PQ=QR—^x,eARr ~ 
parallela alle ordinate , siano Mi ed A> le tangenti della 
curva io M cA N , e sia Jfy parallela e quindi eguale ad 
A^r, In fine siano tM' ,Nv' M' ,qM‘ le posizioni che prendono 
rispettivamente le tM,NvM,qm col fare insieme una mezza 
rotazione attorno la qR. 

Supponendo Ax piccola quanto basta perchè l’arco MN 
sia tutto convesso o lutto concavo verso 1’ asse delle x, c le 
sue ordinate siano tutte crescenti o tutte decrescenti., le stesse 
condizioni si verificheranno evidentemente sull’ arco Nv'M‘ -, 
e però supponendo che unitamente all’arco A/ rotino an- 
cora intorno ad Ox , le tre linee spezzate MqM',31vNv'M', 
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MtM', la superficie generala dalia seconda si dovrà stimare 
compresa Ira quelle generate dall’ altre due ; e considerando 
le loro metà , sarà pure la superficie descrìtta dall’ arco MvN 
intermedia a quelle generale dalle rette Mq ed Mi. 

Ciò posto , se al solito dinotiamo con y=f{x) l’ equazione 
della curva , sarà (9) 

tan tan qMM' = fan rNN'=f{x-\-ùkx ) , 

e quindi Qt==f{x)-^ràxf{x),Qq==f{x)-\-^f'{x+£^x). 
Inoltre avremo 

Mt—^ =^xnì{x),JUq=Nr=àx^{x+Ax) , 

esprimendo il radicale con 9(2:). 

Così essendo , per la nota misura della superficie convessa 
del tronco di cono retto , la superficie generata da Mt verrà 
espressa da 

Jhi. ir{MP+tQ)=iirAx.(if{x ) . {2j\x)-jràxf'(xy) , 

e r altra generata da Mq sarà quanto 

Mq.tt{MQr\-qQ) =‘>rAx.<i({x+Ax).( 2 j{x)+àxf{x-\r^)) ; 

ma da queste forinole apparisce che il rapporto delle due- 
superficie, cioè a dire 

<p(x+A®) ’ ^/(x)-+-^xf'(x-^^x) 

à per limite 1’ unità ; dunque con più ragione può affermarsi 
che l’unità sia pure il limite del rapporto della superficie 
generata dall’arco MvN, cioè a dire di AS, ad una di esse, 
per esempio alia prima. 

Dopo ciò siccome abbiamo identicamente 

àS A.y *Ax.<f{x) .{2j[x)-t-&xf(x)) 

Aar */kX.<f(x).{2j{x)-i-àxJ'{x)) Aa? ’ 

passando al limite sarà 

I X2irJ{x).^{x) =21f/lx}.\/lMf(.x ) )» = 2 «y |/ 
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donde segue che dS può assumere le forme 

1 + ^ ,2'Ky\]dx'-¥dy' = 2Kyd8, 2'Jtijdij ^ , . 
detto s l’arco M^M] e che in conseguenza 
s=^f’yérf/ 

Potrebbero farsi circa queste formole osservazioni analo- 
ghe a quelle che si leggono nei n* 3yo , c 87 1 , ma ciò sa- 
rebbe un ripetere presso a poco le stesse cose. 


(*) Sarebbe stala brevissima la ricerca di queste formole se si fosse 
teuuio qual cosa evidente che le superfìcie generate dall’ arco MJV e 
dalla sua corda sono eguali Ira esse nel limite; perchè il rapporto della 
superficie convessa di cono tronco, descrìtta dalla corda, alf aumento 
Ax essendo 


V' Ax'+Ay^ 
Ax 


«■(ay-4-Ay) ^ 1 +^] , 


si vede apertamente che il limite di tal rapporto , che sarebbe puro il 
limite di 

Con eguale brevità si perviene alla formola wydi nel metodo infinite- 
simale; poiché in questo metodo riguardandosi come rettilineo Telemcnto 
d» dell* arco MJa^ la zona infinitamente piccola dS dal medesimo de- 
scritta, risulta espressa da * {'ìy-^-dy)ds-, e però , sopprimendo il ter- 
mine infinitesimo di secondo ordine a fronte di quello di primo ordine, 
rimane 

■dS— 2 «yds= 2 *y ^ dx»-^dy* • 


dS * / "* 

, indicato da ^ , è 2*y ^ x 


Di più, notando che la formola della normale trovala nel n° i63 si 
può esprimere con i ò manifesto che se coi valori successivi di que- 


sta normale , che qui diremo F , e coi rispondenti valori di x si co- 
struisse una nuova curva , l’ area di essa verrebbe rappresentala da 




di che si raccoglie che la misura della super- 


ficie di rotazione generata dalla curva primitiva, dipende dalla misura 
dell’area di questa nuova curva, che è il /uoyo delle normali dell’altra. 
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397* Pfi'' dichiarare la teoria con qualche esempio, (or- 
neremo in primo luogo all’ ellissoide considerata nel n° Sgo 
( non considerando la superficie delia paraboloide , che à mi- 
nore importanza e dipende sempre per via di una integra- 
zione facilissima dalla trascendente <k) e siccome l’equazio- 
ne della curva generatrice che qui useremo , vai dire 

rf«« . 




n* 


dS= ìftydxy/ x'=2>Kb^y/ 

chiamando E l’ eccentricità , cioè ponendo «* — b'=E'. 

Ex 

Ora la formola (M) del n° 355 con mutar solo x in — 

a 

ci dà 






, a* Ex 

-1 — are sen — , 

* 2 a* * 


c questa espressione si annulla con x. Dunque moltiplican- 


dola per — , avremo per la superfìcie S contata dalla cir- 
conferenza di raggio b , corrispondente ad x=-o , 


*5 = 


nx Edx / 

~Ejo ~^y 





a* 

■f-^arc.sen 



Da questa formola ponendo x-=a , e duplicando il risul- 
tato , SI à per la superficie di tutta l’ ellissoide 


2 'irb‘+ 2 ifab . are sen - . (A) 

£, a ' 

Supponendo poscia a=b , l’ ellisse voltasi in cerchio , e 
posto mente che allora 

E=o, e quindi — are sen -^ = oo Xo=i , (ioa) 

si ottiene ^lea' per la superficie della sfera di raggio a : 
conforme al notissimo teorema di Archimede. 

SgS. Le formolo del n.* precedente si riieriscono aH’cllis- 
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soide alluncata, per ja quale o>3. Se per contrario fosse 
il differenziale dS si porrebbe sotto la forma 

dinotando sempre E l’ eccentricità, cioè supponendo nel caso 
attuale b'—c^=E*. 

Ex 

Ora la formola (N) del n.“ 356, con sostituire — ad ar , ed 
o* a — a* , ci dà 




Quindi siccome questa espressione si riduce ad ^ la quan- 


do a:=o , avremo per la superficie S contata , del pari che 
pocanzi dalla circonferenza di raggio b , 

i . 

Dalla formola precedente si desume con molta semplicità 
una espressione elegante dell’ intera superficie dell’ ellissoide, 
sostituendovi successivamente ar=— a,a:=o, e poscia sot- 
traendo (337) un risultato dall’ altro. Essa è 

(B) 


e supponendo a=b , ci riconduce al valore ìku* della su- 
perficie sferica , perchè allora 

a , b’^E . . 

E=o , e quindi — /^—^ = 00X0=2, (102). 


399. In simil modo la superficie delle iperboloidi , sì di 
una che di due falde , dipendono da logaritmi mediante 
la stessa forinola (N) del n® 356. Omettendo le loro espres- 
sioni che hanno poca importanza , noteremo solo il differen- 
ziale della prima superficie. Desumendolo dall’ equazione 
c*y“=à* (ar*+o*), si trova essere 

~ fife onde paragonalo a ^efe x' , 
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che si ebbe considerando l’ellissoide schiacciala , si scorge 
( indipendentemente dai loro integrali ) che se ò avesse lo 
stesso valore in amendue, ed a valori diversi, allora indicando 
con « quello per esempio che si riferisce all’ iperboloide , i 
detti differenziali si potrebbero scrivere sotto le forme 

ziróeùr ^ e 2 vbdx ^ , 


e quindi sarebbero identici non meno essi che i loro iute* 
grati presi tra gli stessi limiti , quando fosse 


b*—a' 

«5 


o più semplicemente , 


, a*b' 

» . 
b'—a* ’ 


Questa pertanto è la relazione che deve aver luogo ( e che 
il geometra francese Parent assegnò il primo ) perchè siano 
tra loro eguali le zone corrispondenti di una iperboloide ad 
una falda e della iscritta ellissoide schiacciata , avente per 
equatore la gola della iperboloide : come Archimede trovò 
essere per la sfera ed il cilindro circoscritto. 

4-00. Per fare un’applicazione della formola zityds con- 
sidereremo pure la superficie generata per la rotazione della 
cicloide attorno il suo asse di figura. 

Dai n* 38i e 3g3 abbiamo (^^.63 ) fra le coordinate 
HM, l’arco DM—s , ed il raggio DC=ui , l’equazioni 


/ — ‘ > ao— a? 

s= 2 \/ 2 ax y e ay= — 


dx. 


Ma sulle prime integrando per parti si ottiene 
2 Kjyd 8 = 2 K (ys—fsdy), 

dunque sostituendo in quest’ ultimo integrale i notati valori 
di s e dy , sarà 

2 'Kfyds= 2 ‘K(ys — 2\fìàfdx\/ia—x)— 2 ir 

Quindi siccome questa espressione si riduce a quan- 


do x=o, la superficie S del conoide cicloidale, contata dal 
vertice D verrà espressa in a: ed y per la formola 
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•M 


\) 2 oz "h 2 ( 20— a?) \Jna{^a — x) — 8o*^ , 

da cui ponendo x=. 2 a , ed y=<Ka , si desume per la su- 
perficie di tutto il conoide il valore 

I V (3ir — ^4-) «*• 

Cubatura dei solidi terminati da superfcie qualunque. 

4-01. Sia z=f{x,y), . (i), l’equazione di 

una superficie riferita ad assi rettangolari , e supposto che 
per un contorno delineato aa arbitrio 

nel piano delle xy passi una superficie verticale , vogliam 
dire generata da una retta parallela all’ asse delle z , pro- 
ponghiamoci di valutare il solido compreso da questa super- 
ficie , da quella espre^ per l’equazione (i) , e dal piano 
delle xy. 

Prese le OP ed OQ per indicare un valore della x ed uu 
altro della y , s’ intendano condotti per Pe Q due piani ri- 
spettivamente paralleli a quelli delle zy e zx. I medesimi 
segandosi nella Mm parallela all’ asse delle z , e tagliando 
la superficie (i) secondo le curve , ne risul- 

terà un solido che avrà per facce opposte CMxMNi jcrn^mni 
e per facce laterali i detti piani, e parte della superficie ver- 
ticale dianzi nominata. Chiamiamo F il volume di questo 
solido , e <;> {x,y) la funzione incognita delle variabili x,y , 
cui esso volume è uguale. 

Aumentando la x ossia la OP di una quantità indetermi- 
nata h , espressa dalla retta Pff, e conservando la y nello 
stato di grandezza indicato da OQ, il solido di base CÉ^LNi, 
di superficie laterale verticale , e la cui faccia opposta è 
nella superficie (i) , verrà espresso da <t( {x-^h ,y) , e noi 
per brevità scriveremo aol.CHiLNt—'tì {x-)rh ,y) , dal che 
si desume per l’aumento preso dal solido chiamato F, 

sol . M^H^LM='5({x+h,y)—<li{x,y) . 

Mutiamo adesso in questo aumento la PM in PN , cioè 
la y in y+A , esprimendo per k la retta QK : avremo 
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e quindi sottraendone l’espressione precedente, 
sol.ZJ/iV/=9(x+4,y+A)— ^(ar,sH-A)— ?(ar+A,y)+^(ar,y) ; 
cioè a dire , sviluppando queste funzioni secondo le potenze 
ed i prodotti di 4 e 4 , (8o e i23) , e ricordandoci di aver 
supposto F=9f{x,y ) , 

sol.ZJ/A^/=^44+ec. , 

dxdy 

dove i termini seguenti sono di grado superiore al secondo 
per rapporto ad 4 e k. 

Ciò posto, supponendo h e k convenevolmente piccole, ao 
ciò nell’ estensione della superGcic Imni la z non divenga nò 
un massimo nè un minimo , è chiaro che questo solido sarà 
compreso tra due dei quattro prismi aventi per base comui 
ne LMNI , e per altezze Ll,Mm,Nn,Ii. Ma in virtù dei va- 
lori di queste altezze , le quali facendo per brevità 

dz dz d^z d*z d*z 

dx dy dx* dxdy rfy* ’ 

sono pei citati n‘ 

Mm=z , Ll=z-\-ph+ — h*-\r ec., Nn=z-\-qk-\-~ì^ 4- ec. 

2 2 

Ii=z-\-ph-\-qk-\r—h' 4- shk 4- — 4* 4- ec.> 
a a 


r espressioni analitiche dei nominati prismi hanno tutte per 
primo termine zhk , e i termini consecutivi sono per rap- 
porto ad 4 c 4 di grado supcriore al secondo ; dunque ac- 
ciò il solido precedente abbia un valore sempre intermedio 
ai detti due prismi , debb’ essere necessariamente 


d'V 

dxdy 




(0 


4o 2. Per desumere da questa equazione il valore di V , 
la scriveremo sotto la forma 


—j— <iy=^y=<iyS(x,y). 
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5=^ y/aax "f" a ( 2 a—x) ( 20 — x) — 8o*^ , 

da cui ponendo x= 2 a , ed y—va , 6Ì desume per la su- 
perfìcie di ludo il conoide, il valore 

l ‘K (3ir— 4) a*. 

4oi. Quando un contorno piano , continuo o discontinuo, 
non b simmetrico rapporto all’asse di rotazione tolto per asse 
delle X , la superficie da esso generata è allora la somma 
di tante parti o zone distiate , quanti valori diversi e reali 
ammette y in funzione di x: valori che si debbono desume- 
re dall’ equazioni delle singole parti continue del contorno. 
Ciascuna di queste zone si può valutare separatamente ; ma 
quando si cerca l’insieme delle superficie, descritte dalle parli 
del contorno frapposte a due assegnate perpendicolari al- 
l’asse, vai meglio integrare la somma dei loro differenziali, 
a eausa delle riduzioni cui essa può dar luogo. La formolo 
da usarsi è allora 

’+(t)’+“-] ’ 

dove y» , y» , cc. esprimono i delti valori di y in a: ; ed Xo , x»> 
sono i valori di x relativi alle nominate perpendicolari. Èssa 
diviene più semplicemente 

•+(ìT ■ 

quanio il proposto coalorno è simmetrico riguardo ad una 
retta parallela all’asse di rotazione ( come per esempio avvie- 
ne nel caso del cerchio ) : ciò che più facilmente può dar 
luogo a notevoli abbreviazioni , nascenti dalla natura delle 
equazioni di cui y, , y, , ec. son radici. 

Così per esempio nel cerchio rappresentato, come nel n® 3g5, 
dall’ equazione 

x'-\-(y-Bf=r\ si à y.+y.= 2 /?, e dxy ^ ; 

? uindi la formola precedente somministra per la metà del- 
’ anello sferico generalo da quel cerchio , 
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dal fhc !’ intera superGcio dell’ anello risulta espressa da 
\'7:^rlì=2Tfr.9.zli , cioè dal prodotto della circonferenza ge- 
neratrice y c di quella descritta dal suo centro. 

Considerando poi il solo valore y r>—a» > si à 




valore il cui doppio dà per la superfìcie curva del toro : 
27(r{2r-\rvJÌ). 

4ob. Termineremo con osservare , analogamente a ciò che 
sì disse nel n° 889 , che in tutte le formoTe generali della 
superficie di rotazione , precedentemente notate , convien so- 
stituire rx! a quando la linea generatrice non compiendo 
sua rotazione, i punti di essa o nel suo piano, distanti dal- 
r asse giacente nel piano stesso per T unità, non .percorrono 
l'intera circonferenza 2 k, ma soltanto una parte indicata da or. 


Cubatura dei soìtdi terminati da mperfeie qualunque. 


4o3. Sia z=f {x,y), (i), l’equazione di 

una sii|)erficie riferita ad assi rettangolari , c supposto che 
por un contorno MoM tM^M* {Jìff. 71 ) delincato aa arbitrio 
nel piano dello xt/ passi una superficie verticale , vogliam 
dire generata da una retta parallela all’ asse delle z , pro- 

f ionghianioci di valutare il solido compreso da questa sujper- 
icie , da quella espressa per l’equazione ( 1 ) , e dal piano 
dello xy. 

Prese le OP ed OQ per indicare un valore della ar^d un 
altro della y , s’intendano condotti per Pe Q due piani ri- 
spettivamente paralleli a quelli delle zy e zx. I medesimi 
segandosi nella Mm parallela all’ asse delle z , e tagliando 
la superficie (i) secondo le curve , ne risul- 

terà un solido che avrà per facce opposte CM^MNy,cmjnnt 
0 por facce laterali i delti piani, e parte della superficie ver- 
ticale dianzi nominata. Gniamiamo V il volume di questo 
solido , e ^ (iT,y) la funzione incognita delle variabili x,y , 
cui esso volume è uguale. 

Aumentando la x ossia la OP di una quantità indetermi- 
nata h , espressa dalla retta PII , c conservando la y nello 
stato di grandezza indicato da OQ^ il solido di base CHiLNi, 
di superficie laterale verticale , e la cui faccia opposta è 
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ncHa superficie (i) , verrà espresso da 9 ( a’ , c noi 

per brevijà scriveremo sol.CfùLNi=^!ii [x-\-h , //) ; dal die 
si desume per l’ aumento preso dal volume cliiumalo ^ , 

sol.i/, Z^,Zi£=9(x+A,y) — <^{x,y) . 

Mutiamo adesso in questo aumento la PM in PN ^ cioè 
la y in y+A , esprimendo per A la reità QK\ avremo 

8oU/,Zr./A''=9(x+A,y+A)— 9(x,y+A), 
e quindi sottraendone l’ espressione precedente , resterà 
sol .ZiZV/=9(x+ A ,y + A) — 9(ar,y + A )— 9(0:+ A,;/) -\-^{x,tj) ; 
cioè a dire , sviluppando queste finizioni secondo le potenze 
cd i prodotti di A e A , (80 e 123 ), e ricordajidoci di aver 
supposto P=^{x,y) , 

m\.LMNI=^fik+ec. ^ 

' dxdij 4 

dove i termini sei^uenli sono di grado superiore al secondo 
per rapporto ad A e A. 

Gè posto^ supponendo A^ e A convenevolmente piccole, ac- 
ciò nell estensione della superficie Imni la z non divenga uè 
un massima nè un minimo , è cliiaro clic questo solido sarà 
comp’eso tra due dei quattro prismi aventi per liasc comu- 
ne LMNI , e per altezze- 3 Im,Ll,Nn,Ii. Ma in virtù dei va- 
lori di queste altezze , le quali facendo per brevità 

dz <fc d*z d'z d’z 

dx dy< dx* dxdy dy^ ’ 

sono pei citati' n*^ 

Z/=z-fryiA-+--^ A"+ cc., N-n~z-\rqk-\^~h^ -f cc. 

Ii=z-\-j)h-\-qk-\ — —lì^ -f- shk -1 A* -f; oc 

r espressioni analitiche dei nominati prismi banno tulle per 
primo termine zAA, e- i termini conseculrvi sono per rap- 
porto ad A c A di grado superiore al secondo ; dunque ac- 
ciò il solido precedente abbia un valore scmjire inlennedio 
ai delti due prismi, debb’ essere necessariamente 

■j^^ = z=J(x,,j). (.) 
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4o4 desumere da questa equazione il valore di - 
lu serivcremo sotto la forma 


dtp=zdy=dtjf{x,7j). 

^ dì^ 

In questa il primo membro esprime il differenziale di — 

QX 

per rapporto ad y, dunque integrando per rapporto a questa 
variabile , avremo 


—f^y+ C=fdyf {x,y)+ C. 

« 

La quantità G potrebbe contenere arbitrariamente anche la x 
che nella integrazione si tenne costante , se non si avesse a 
soddisfare che requazlonc (i); così che allora si scriverebbe 
più opportunamente 

+ 4 (a:). ( 2 ) 


Ma essa non è altrimenti arbitraria nel caso nostro , dove 
trattasi di un solido pienamente determinato ; ed infatti per 
un valore qiialunque di x espresso da OP , potendo la y 
variare da PMt sino a PM, , no segue che dinotando que- 
ste due funzioni di x con y^ ed y, , avremo 




É chiaro che questo risultato sarà nel fatto una funzione 
della soia x ; però indicandola con F{x ) , e moltiplicando 
per dx sarà 

dV=dxF{x), e quindi r=fdxF{x)-\-C. 

Questa costante C è ancor essa determinata , poiché nel- 
r estensione di tutto il solido proposto a valutare, polendo 
variare la x da OPo sino ad OPst , quest’ altro integrale do- 
vrà esser preso tra i limiti x^ ed Xa> ; dal che risulta final- 
mente 




(*) Nel metodo inCnilosiinale supponendo LM=dx,MN=zdy, e fin- 
gendo condotti fra i pumi M,m inuuiti piani paralleli a quello delle xy. 
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4o5. Se r equazione ( 2 ) , si fosse moltiplicata per dx e 
poscia inlcgrata , sarebbesi trovato 

F=fdxfdyf{x,y)-\-X+Y y 

osservando che l’ integrale di dx-\.{x) sarebbe, del pari che 
4- [x) y una funzione arbitraria di x da potersi notare con X\ 


e distanti un datt’altro per dz , il prisma espresso da zdxdtjy e che pa- 
reggia esattamente Tintcgraley^ dxdy.dz , si può dire che ditTerisce 


dal prismoide LMNI ~lmni per un infinitesimo di terzo ordine; per- 
chè la loro differenza è un solido le cui dimensioni son tutte infinite- 
sime. Quindi nell’espressione approssimativa zdxdy di. tale prismoide 
facendo variare la sola y à\ dy , da PMj,=yt sino a PM^=y^ , la 


somma degl’infiniti valori che ne risultano, cioè a dire (338), dx f zdy 

esprimerà , con errore infinitesimo di secondo ordine c con una fun- 
zione della sola x , quella parte del solido proposto la quale è inter- 
cetta ai piani paralleli per ed Z a quello delle zy. Parimente, nella, 
recata espressione approssimativa di questa parte facendo variare di dx 
la X, da OP^=Xo sino ad OPt^=x&i, la somma degl’infiniti valori che 
ne risultano , cioè a dire 

fL" '■""'X!' * J7' '‘d'" * • 


non differirà che di un infinitesimo di primo ordine dal solido richiesto, 
e quindi gli si terrà eguale, perchè questo solido vien formato eviden- 
temente da tutte le parti consimili all’ anzidctla , e frapposte ai piani 
paralleli a quello delle zy per Po e Pai. 

Per trattare il soggetto con lo stesso metodo quando la superficie del 
solido è riferita a coordinate polari , siano r , u , t> lo coordinate del 
punto M , {Jig. 72 ) , cioè a dire siano 

r— OiT, «=ang . AOM,v=Kag.BOM' . 

La quistione sarà generalmente risoluta determinando il' volume del 
conoide avente per vertice il polo, c per base una parte assegnala 
della superficie del solido; perchè questa base potrà essere riuteru su- 
perficie del solido, quando si prende per polo un punto interno ad esso. 
Quando poi il polo è fuori di esso , immaginando la superficie conica 
circoscritta al medesimo e che à suo vertice nel polo , si avranno due 
conoidi, prendendo per basi le due parli in che resta divisa la 8ii|>erficic 
del solido dalla linea di contatto fra le due superficie ; e la dillerenza 
di essi darà il solido, in quistione. In ogni modo , il contorno della base 
del conoide si suppone data per la condizione , che ad un qualunque 


t 
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0 che ¥ esprimerebbe similmente , con una funzione arbi- 
traria eli ^ , la quanlilà costante rapporto ad x che serve a 
completare la seconda integrazione. 

4 o 6 . Le formole S^S^vS ^>V)ì cfj^dx fi *dxjf{x,y) si 

chiamano integrali doppi , uno inde finito l’altro definito' 
In quanto al primo , risulta dal n® 69 che la sua esprcssio. 


valore di v no corrispoadano due di u cioè Ui cd Ua , spettanti al ramo 
inferiore ed al ramo supcriore del contorno. 

Ciò posto aumentiamo u di du=ang , MOm, 0 supponendo che que- 
st’ angolo con ruotare attorno passi nel silo infinitamente prossimo 
nON , crescerà pure v di dv=ang.M' On' . Per effetto di ciò le due pira- 
midi aventi per comuii vertice il polo , per piani laterali quelli degli 
angoli MOm, MO/iyNOmjNOtì, e per basi la superficie che questi piani 
intercettano su quella del solido in quistiono , e la superficie MmNn 
che intercettano sulla sfera di raggio OM=ir , si potranno riguardare 
come uguali ; perchè le medesime son due infinitesimi di secondo or- 
dine , e la loro differenza rappresentata da un. solido infinitamente pic- 
colo secondo tutte le dimensioni, è un infinitesimo di terzo ordine. Ma 
per essere 

Mm=rdu ,.ed Mns=M'n'=OM’ .dv=raeau.dvt 
il rettangolo MmNn che serve di base alla seconda piramide risulta 
espresso da r'dudvsenu , e altronde 1 ’ altezza di questa piramide è ma- 
nifestamente OM—r ; dunque chiamando V il- volume del conoide in- 
quisliooe, il suo differenziale di secondo ordine rispetto di u e o sarà 

j r^imu.dudv. 

Questa formola dopo la sostituzione di r in funzione di u c 0, s’ in- 
tegrerà per rapporto ad u tra i limili ui ed Ua , che sono da stimarsi 
funzioni date di v quando il polo è fuori del solido , o quando non 
si vuol misurare che un conoide ; e il rìsultainento moltiplicalo per dig 
s’integrerà di nuovo per rapporto a V' tra i limili Vo c r«i, che al so- 
lilo esprimono il più piccolo cd il più grande tra i valori di v. E per 
tal mwlo sarà 

dv r*sen«.rf«. 

®t/ Vo ^ Ut 

Ma so il polo giace nell’ interno del solida , e vuoisi di questo l’ in- 
tero volume, allora stabilendo zero 0 sir per limili dell’angolo o, ad 
ottener l’ insieme di tulle le piramidi elementari costituenti il solide 
basterà prendere zero 0 <r per limili dell’angolo u; il perche sarà 
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nc in X ed y non deve cangiare invertendo l’ordine delle 
due integrazioni successive , che nel rinvenirla debbonsi fare 
rapporto alle due variabili ; così che può affermarsi essere 

Sdxfdyf{x,y)=J hjfdrf {x,y). 

407. Quanto poi all’ integrale definito doppio, non si è 
corto che Tordine delle due integrazioni è indifferente, se non 
quando la funzione è finita tra i limiti dell’ integrale. Allo- 
ra infatti si vede che lo stesso volume totale dianzi conside- 
rato , può anche riguardarsi come la somma di infinite parti 
simili a quella che à per base JVjIVgJitK,, e contenute fra 
i duo piani condotti parallelamente a quello delle zx per gli 
estremi c del più piccolo e del più grande valore di y 
in tutta la estensione del solido. Si può dunque tenero nel 
detto caso 


=X!' ’ 

esprimendo con a?» c ar* i valori di x in y desumibili (sic- 
come i valori Vi e « di w in a?) dall’ equazione del con- 
torno 

4 o 8 . Sceglieremo per esempio l’ellissoide a tre assi diffe- 
renti. La superfìcie di questo solido viene espressa dall’cqua- 
zlonc 


a» ' b* 



= i , che dà 2=:e 





e mostra palesemente che ciascuno dei piani coordinati divi- 
de il solido in due parti eguali , e produce nel medesimo 
una ellisse. Quella che produce il piano delle xy , e che 
noi toglieremo a base del solido , à per equazione 


X' 

a» 


-f|^= i,da cuiy,=s— 




Sono poi apertamente— a, e +a la minore c la maggiore 
delle X di questa ellisse, cioè i valori di x^ ed Xs> ; e stante 
il valore di , quello di z si può scrivere sotta la forma 


: dunque avremo per la metà dell’ ellissoide 
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Ma risguardando «* come quantità costante, la formola (M) 
del n“ 355 ci dà 


dunque ritornando alla formola precedente, e restituendo ady, 
il suo valore in a : , avremo per la metà dell’ ellissoide 

- à<? /** dx il — bc . 5 a^~abOt 

a J—a V a«/ a 3 3 * 

e quindi ~abc per tutto quel solido. 

In conferma del vero , quando a=ò=o , ossia quando 

l’ellissoide si cangia nella sfera di raggio a, la formola ^ abe 

diviene j a* ; di accordo con quello che si dimostra in geo- 
metrìa. 


Quadraiura di una superjleie qualmqw. 

4.09. Ritenute le denominazioni del n° 4 -o 3 , supponghia- 
mo applicato in m il piano tangente , il quale incontri le 
rette Ll,Ii,Nn in come si vede nella Jig. 78 disegna- 

ta più in grande. .La figura mrts sarà un parallelogrammo, 
ed i lati tnr,ms del medesimo toccheranno (256 Ile rispet- 
tive curve ml,mn. Inoltre supponghiamo essere h e k cosi 
piccole , che la superficie curva Imni sia tutta concava, o 
tutta convessa per rapporto al piano delle xy, e in fine con- 
cepiamo unite le corde ml,mn,iljn. Le tre superficie com- 
poste, una dai due triangoli rettilinei un’altra dal 

quadrilatero maOdimm, e dai segmenti mnìm, Ì\il 
e la tecpi dal parallelogrammo mrts insieme ai triangoli ret- 
tilinei mrl,msn, ed ai trapezi anche rettilinei Irti, fisti, 
hanno tutte tre t estremo formato dalle rette ml,li,in,nm, 
volgono le convessità dalla stessa parte , e la seconda abbrac- 
cia la prima ed è abbracciata dalla terza. Quindi per un 
principio generalmente ammesso, l’arca della seconda sarà 
maggiore di quella della prima, e minore di quella della 
terza. 
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Per trovare, l' esjircssiQai aeaUtiebe 4i ^wesXe. tre Buporficic 
composi© ^ aolercmo auclie qi« i’espcossieei 4ello rette 4/, Nn, li 
trovale nel n" 4^3 i 

Z/=z-f^4+^4*-|- co. y l}ln=z-\'qh\‘ * A’ + cc., 
Ii=z-\-ph~\’qh-\' ^ 4*+5/ìA 4' ~ A*-f* cc. ; 

e di più osserveremo che 1* equazione 

z‘—z^p {x'—x) -jrq (y’^y)' 

del piano, tangente alla superficie (aSa) nel punto m, à dà 
sufiita per le rette Lr,JVs,Ii: 

Lrmms-\-p/t, Afs=z~\-qk ‘y //=z+jff4.+5'A ; 

e pel coseno dell’ angolo d’inclinazione cui diremo r, di’ - 
esso piano a quello delle xy y 

cos T== - 7 =L= . 

1/ 

CIÒ posto , per le note misure del triangolo c del trape- 
zio; pel teorema il quale stabilisce (*) che una figicra pia- 


(*) La semplice geometria ò suIEtùcnte a provare In verità di questa 
propoaiziooe nd caso dello figure piane rettilinee, dal che si tiene per- 
messo il concluderla bensì per le figure curvilineo. Ma col metodo in- 
tegrale possiamo dimoetroria generalmente, rapportando la curva primi- 
tiva e la sua projeziono alla comune intersecazione dei loro piani come 
asse dello x (lìg. ^4)> ^ perpendicolari a questa retta da un 

medesimo suo punto come assi delle ordinale che aircraoyed^'. Chia- 
mando r l’inclinazione dei piani , abbiamo per un punto qualunque RV 
della prima curva e pel sue eorrispondente M della secouda X'=^- , 
y as y' eoa r , e sicoome l' aree delle due curve che dinoteremo con A 
éd «I vengono esfu-osso ( 363 ) da 

h manifesto che si avrà a =A cos r. 

Così essendo , se ebiamiamo JT, Yy Z \a tre projeait^i di A su Ire 
piani ortogonali dello ys, zXy xy, ed «, y gli ongoli d’ inclinazione 
del piano della figura A coi medesimi rispettivi piani ; avremo 
A^=.<^cosa, Y=:Acq%^, Z = Acoay. 

Per lo ohe , elevando a quadralo o sommando verrà 

X* Y‘ rh Z* ss A* ( ooa*«i-t»cos®^H- eos*y ) ssl A*, 
a motivo delta nata forowla eoe*» -ì* coe*rt + cos»y = i . 

48 
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na ò alla sua projezione ortogonale sopra un olir 0 'pia 
no , come f unità al coseno dell’ inclinazione del piano 
della figura con quello di projezione; e per l’ immediata 
consegiicoza di ^so teorema , cioè che il quadrato d i una 
figitra piana ( vogliam dire del numero che n’esprime il 
valore ) pareggia la somma dei quadrati delle sue pro- 
jezìoni su tre piani ortogonali , abbiamo 

mli—i^ IL-il ) ’ 4 - ^ ( mM-lL)' = 




4 4 4 ^ 


mni 




(nN—tl) V ~ {mM-nN* = 
4 4 4 


V' 


hk 


4-"-^ (;,4^c.) V^( 7 -*-cc. )-=:^V^+F;7- + ec.. 


La somma di questo due espressioni è 


hk V + cc. 

quantità di secondo grado per rapporto ad 4 e A. 

Similmente abbiamo per triangolo mlr , e pel trapezio Irti.' 

mlrr=i^^,lr=^^ (Jbr — Z/)=— ^^^4®+ec.^= — ^4* — cc. 

/r/,=^[(Zr—Z/)+ (//—/*■)]=“; 4A--^4»-ec. 

espressioni che sono d! terzo grado rispetto di 4 e 4 , e che 
ci avvisano dover essere bensì tali quelle dei triangolo msn 
e del trapezio nsti. Ma per l’enunziato teorema abbiamo il 
parallelogrammo 

, MLIN ^ , 

mris= = 44 V i-H»*-!-?* ; 

cosr * r t • 

dunque la terza superficie composta , c pure una quantità dì 
secondo grado, avente lo stesso primo termine della prima 
superfìcie. 

Finalmente per fa seconda, superfìcie occorre considerare 
le arce dei segmenti m[i.lm , ec. A tal fine chiamiamo 'F la 
funzione di x esprimente l’area NiUimM {fig. 71 ); l’au- 
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mento di essa quando x cresce di h=ML^ cioè^a dire l'arca 
Mmy.lL {J13. 71 e 78) verrà espressa da 

ma essendo a;, e 2 ovvero f(x,y), ie coordinate variabili delia 
curva {fig. 71), abbiamo dal n“ i 5 o, ^=zs=/(a?,y); 
dunque sarà MmylL=:zIi 4 *-f ^ ® quindi 

myìm = zA+? h'+ ^ A’+ec. -(z+/(s-M,y) ) J 

e=: — A*— eC'. 

la 

Per analogia si pub affermare che sia 
#7ivn»i=— — A* — ec.: 

la 

e dopo ciò, siccome il segmento min ò rispetto di y+A, quel 
che il segmento mylm è rispetto di-y; edal pari, il segmento 
tkil è rispetto ad ar+A, quello stesso che il segmento 
è rispetto di x\ le aree di questi altri due segmenti ! 
i valori che prendono 

r ,, t . d*f(x,y) 

- A* — ec. , A* — ec.ossia - --- 


mvnm 

saranno 


• — ec. 


di/* la 


j3 ' la dx* 13 

quando si mutano y in y + A, ed x in ff + A: c però i pri- 
mi termini delle loro espressioni saranno bensì 

— — A*— ec., e' — — A*— ec. 


la 


Ai nominati quattro segmenti va unita la superficie curva 
TmiDSinvm , per avere nell’ insieme di tutte la seconda su- 
perficie composta. Ma chiamando S l’ ignota funzione di x 
e y esprimente la superfide curva em,mn, [fig. 71 ) , si 
può dimostrare in modo affutlo simile a quello tenuto nel 
n" 4 o 3 , che quella prima superficie , rappresentata da mnil 
in questa figura , viene espressa da una scric il cui primo 
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termine è dunque il j)rimo termine dall’ espressione 

della seconda su|)crilcie composta sarà {HiTe kk. 


Dopo ciò., soTTenendoci che resprewioni della 'prima e delta 
te rza superfi cie composta hanno ambedue per primo termino 
hk j dorrà tenersi provato die acciò ta iseconda 
sia maggiore della prima e minore della terza , da valori 
convenevolmente piccioli di À c A; sino a eero, debba essere 


d*S , / 


-ti! 

dy* ’ 


e quindi 


dxdy 


dxdy=der3y ^ 


rfs* 

dy* 


Ora da queste equazioni , dove il radicale che vi ò comr 
preso, vuoisi tenere in conto di nna funzione data di a: e v 
( in virtù deH’equazione primitiva e delle derivate parziali di 
primo ordine della superficie ) , si desume con due integra- 
zioni successive 





(*) Nel metodo infinitesimate si riguarda come piana ogai parte 
ìnGnitamente ,piccola di una superGeie turva ; o cho torna lo stesso -, 
le superjicie curve et riguardano come superficie di poliedri a facce 
piane'ed infinitamente piccole. Questa ipotesi è perfettamente analoga 
a quella che riguarda (e lince curve , ed è giustiGcata dal fctto Che 
le inGnite tangenti che ogni superGeie curva ammette in ciascuno dei 
suoi punti , sono ( a56 ) in generale allogale in un medesimo piano , 
che è il piano tangente della superGeie. Sì può anche osservare col 
signor Cournot, che almeno per le superGeie curve non sviluppabili" 
(cioè incapaci di essere distese sopra di un piano senza che le loro 
parti si venissero a separare le une dalle altro) non potrebbe 'farsi con- 
cetto della loro quadratura , se non considerando il limite cui si -avvi- 
cina indeGnìtaracnte un inviluppo polìedrìootad esse circoscritto , e mi- 
sura che le facce di questo 'inviluppo impiccioliscono ,, pel ravvieiue- 
mento inde&nito dei punti di contatto della superficie col poliedro iavi- 
luppante. 

Ciò posto , so chiamiamo u quella parte della superGeie curva , che 
c projettala nel rettangolo differenziate ILMN dxdg , e ritenghia- 
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4*0. Per fare un’ applicazione importante di questa for- 
mola , cercheremo la superficie deirelfissoide a tre assi diffe- 
renti, rappresentata dall’ equazione 


«• ~ b* 


+ ^ = * , che dà 2 ^= 0 ^ ^ 


I 


^ 

a» b') " 


DUO f per indicara l’ inclinacione del piano tangente alia superficie nel 
punto m col piano delle xy , sarà 


dxdj/e=3u-eoaf, dal cbem 


dx'ày 

cosr 



d!p ' 


•Integrando questa formola per rapporto ad y ( dopo averla ridotta 
Ih funsione di « e y ) da y = PMx =a y, sino ad y =3» PM^ “y * » 


fl 'risultato 


1 -f- 


^ — H esprimo in funziono della su- 

ite» dy* ‘ 


la X una zona rappresentata nella fig. 71 da m, m, à, à , , finita nel 
senso dello y ed infinitamenle piccola nel senso delle x. Il perchè 
integralo esso stesso per rapporto ad if , da ® = OPo = x^ sino ad 
X = OPid =3 Pi), cioè per la maggior dimensione della superficie richie- 


sta nel senso delle .11 xaìi\\&\o^ ^ ^ ~ 


dz.* 


di' 


.«te» 

«/y 


darà la «omma di tutte le zone simili all’ anzùletta, e comprese tra x^ 
ed X(u, ossia darà tutta la superficie ridiiesta. 

La prontezza colla quale anche qui si raggiunge Io scopo col meto- 
do infinilesimale propriamente detto, ci richiama alla mente l'impegno 
per noi preso nella nota del n.° iga. Nondimeno,, essendo sembratola 
parecchi che quel tanto che intorno ad un tal metodo si legge in vari 
luoghi e note di questo l%ro, pesra stimarsi 'bastevole par un'opera ele- 
mentare non trattata espressamente coll’ ordinario linguaggio degl’ Jnil- 
nitcsimì , giamo venuti anche noi in questo avviso ; e però completere- 
mo senza piu le uozioni 'fondamentali 'dello stesso metodo, dimostrando 
* i principi su cui riposa 1’ applicazione di esso alle linee curve , ed 
alte superfieie curve. 

Per rapporto alle linee curve il principio di «ai «i tratta consMte 
( com’ è detto nella nota al n.^ ifix) in riguardare le curve come po- 
ligoni di un numero in^nHo di lati jnfimfamen/e piccoli, e con ciò le 
tangenti di esse come i prolungamenti indefiniti di siffatti lati. Ciò sup- 
pone che la corda di un .arco iuiinitameote 'piacelo ,, e temilo aaam 
piano, sia eguale a quest’ orco ; o in altri termini , che il rapporto dèlie 
foro lui^nzZe pareggi l’unità. 'Ora ecco ia qiial madoirilIastmPoiiKni 
dimostra questa proposiziouc : 
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Le due derivate parziali di primo ordine di quest’ ultima 
equazione danno 


dz 

dx 


e*x dz 
a*z * dy 


quindi risulta 





e togliendo a misurare quella parte della superficie dell’ elis- 
soide che giace da un lato stesso del piano delle xy , cioò 


Sia Mmm'M' ( fig. 78 ) un arco infinileaimo di curva: conduciamo la 
corde Mm , mm', m‘M', e prolunghiamo la prima e la terza sino a 
che s’ incontrino in un punto k% L’ arco mtnf è maggiore della corda 
WOT*, e minore della linea spezzata tnkm'\ basterà dunque provare che 
questa lineale questa corda , ambedue infinitesimo , non differivano 
che di un infinitesimo di ordine supcriore , acciò il rapporto dell’ una 
all’ altra possa dirsi eguale all’unità: ed allora ciò sarà vero a for^ 
tìOTi del rapporto dell’ arco alla sua corda. Ora se uella estensione 
dell’arco Mmm'M' non v’à (come supponghiamo ) alcun punto sin- 
golare, dove la curva cangi di un tratto direzione ; le corde ed 
Mm' comprenderanno fra esse un angolo infinitamente poco diverso da 
due retti, e però l’angolo TkM' , supplemento di MkM sarà infinita- 
mente piccolo. Sia 8 quest’ angolo , e siano di più mk = «, tn'k 
tnm' ^ c: il triangolo mkn' ci darà l’equazione 

c* =1 o* -1- cos S, 

che può voltarsi in quest’ altra 

9 9 

c* c=(a-l-d )* — sen* - , a motivo che cos 8 c= x— «a sen* 

Avremo dunque 

e* 4<*S a 9 

pel quadrato del rapporto della corda mm' alla linea spezzata mkm'.. 
Ma ò inoltro identicamente 
' 4ai __ 

B perciò il coefficiente di sen* | non può divenire infinito : dunque 

sprezzando l’ infinitesimo di secondo ordine , non resta che I* unità pel 
rapporto di c ad a -h Ch' b quanto volessi dimostrare. 
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a dire la inclà dell' intera superfleic, i limiti delle due in- 
tegrazioni son determinali dalla traccia della superGcie sul 


piano dello ary, ossia dal contorno dell’ ellisse — + |^=i.(i) 


Passando alle superficie curve, dimostreremo brevissimamente la giu- 
stezza del principio che le riguarda , e che si enunziò sul cominciar di 

? [ucsta nota , dato per ipoteti che il cambiamento infinitesimo </z, sof- 
erto dall’ordinata s della superficie quando le corrispondenti ascisse 
X , y crescono di dx e dy, abbia la forma pdx -4- ady , dove p e <l 
esprimono funzioni di at e y ìndipendenti ia. dx e dy. Infatti chiaman- 
do x' , y', z', le coordinate variabili di un piano menato pel punto 
{ X , y , z ) , 1* equazione di un tal piano risulta della forma z ' — z => 
a (x—x)-i-6{y' — y), e quindi per x'—x-\-dx, y'=y-hdy, si à 
z'=z-hadx-i-6dy. Ma da un’ altra parte abbiamo dall’ equazione diffe- 
renziale della superficie, cfx -4- ye/y; dunque se prendiamo a =0, 

e 6=y, nel risultante piano *' — zt=pdz~hydy avremo *'=z-+-</z: 
cioè a dire che l’ ordinata z' di cotal piano, e l’ordinata z- 4 -(/zdella 
superficie curva, corrispondenti tutte due al punto (x~i-dx, y-hdy) 
del piano delle xy, saranno eguali ; e quindi per la indipendenza delle 
rette infinitesime dx e dy, tutti i punti della superficie curva infinita- 
mente prossimi al punto (or, y, z) si potranno riputare esistenti in cotal 

piano. . , _ . - - 

Intanto , siccome la detta ipoteti pub sembrare che equivalga in 
certo modo ad ammettere la proposizione che si vuol provare , e al- 
tronde importa di non improntar nulla da considerazioni che tengono 
alla natura , o ai procedimenti del calcolo differenziale , sarà bene il 
recare qui la dimostrazione meramente geometrica, con che il sig. Leroy 
al n. g5 della egregia sua geometria descrittiva, prova che tutte le tan- 
genti di una superficie curva in uno stesso punto , sono allogate in un 
medesimo piano: il che, dopo aver dimostrato che un arco infinitesimo 
di una curva non differisce dalla sua corda o dalla sua tangente, equi- 
vale a dire che una parte infinitesima di una superficie curva può 
generalmente riguardarsi come piana. 

Intendendo , com’ è dovere , per superficie non una serie di linee o 
di punti ravvicinati gli uni agli altri quanto si voglia , e senza un rap- 
porto fissato tra essi , ma si bene il luogo geometrico delle diverse 
posizioni che prende nello spazio una data linea mobile , che muta 
situazione e spesso anche forma secondo una legge determinata e 
continua , e chiamando com’ è uso generatrice la linea mobile , sia 
GMg ( fig. 76 ) la forma e la posizione della generatrice quando passa 
pel punto M, Sia DMd una curva tracciata sulla superficie , e sulla 
quale come direttrice debba scorrere la generatrice tdlorchè col suo 
movimento descrive questo luogo geometrico , e sia finalmente ML una 
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Per fissare io ittec suppooghiomo , c dippiù fac> 

ciaiuo 


X 

a 







Cosi avremo; »<x, j3<r, /3<» ; ( 2 ) 

la superficie richiesta tornerà espressa 

dove la variabile J è determinata per l’equazione 

r-'T+ir-rh-r-i.p) 

e i limiti delle due nuovo integrazioni son dati dall’equa- 
zione ^*+n*=i, (4), che risulta dall’ equazione (i). 

Ora nulla impedendo di considerare le nuove variabili | , 
C quali coordinalo rettangolari di un’altra superficie e- 
apressa per l’equazioue (3), l’integrale può riguar- 

darsi come r espressione analitica di un volume limitato dal 


terza curva gvalim^rue, attnata pare sulla supMHBeic. Trasportala la ge- 
neratrice in un’ altra posizione G'M’g' , incontrerà indubitatamente la 
curva ML in un certo punto N', quante volte il punto Jf^sia preso 
abbastanza vicino ad M sulla direttrice DMd. Allora congiungendo 
M, 4/', N* coai rette indelìiiile , queste tra lince saranno secanti dello 
curvo MD, MLy G'g‘, e tutte tre giaceranno evidonteosonle in uno 
stesso piano. Ora tacciamo muovere la generatrice G* g* sopra MD , 
ravvicinandola alla prima sua posizione Gg ; poi immaginiamo che il 
piano delle tre secanti giri intorno il punto M ^ di maniera passi oontem- 
poraneamenle alla generatrice pei punti M" ed N", M*" ed .... 
dove a mano a mano taglierà le curve MD ed ML : con ciò qne$to 
«l'ano mobile conterrà costantemente le tre secanti variabili. Or quando 
la generatrice sarà tornata nella posizione GMg , il punto M' mobile 
aopra MD sarà giunto in M\ nello stesso tempo il punto N' della curva 
mL avrà dovuto evidentemente riunirsi con Af, e por una conseguenza 
necessaria i ponti M' ed li' ai saranno parimente congiunti sulla curva 
variabile G'g'. Allora dunque le tre secanti mobiii saranno divenute 
rispettivamente tangenti alle curve MD^ ML, MG ; e siccome per ogni 
pwizione della goueratrice esse eran sempre situate iu un medesimo 
piano , se ne conohiuderà che allora quando si son mutale nello tan- 
genti MT', MT, MT", saranno anche in un solo ed unico piano, il 
quale è il limite delle posùtoui prose succossivtunoale dal piano mobile 
delle Ire sccoali. 
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piano delle % ri , dalla superficie cilindrica (4-) , c dalla su- 
perficie (3) la cui ordinata sarebbe (f. Osserviamo intanto che 
facendo muovere un piano parallelamente a quello delle ^ ti , 
esso, in virtù delle relazioni ( 2 ), non incontra la superficie (3) 
nell’ interno del cilindro (4), sino a che ^ è minore di i; tocca 
questa superficie nel punto ( 0 , o, i ) dell’asse delle quando 
^= 1 ; e poscia la intersega in una serie di ellissi, die per 
un valore qualunque di ^ maggiore di i, hanno per sen:ii- 
assi paralleli alle \ cd alle n 

X= , Y= tA'— ' 

/ c*-«* V cw 

e questi ^miassi , che si desumono colle regole ovvie dal- 
r equazione (3), si vede che divengono eguali tra essi cd 
all’unità quando Così essendo , possiamo anche mi- 
surare il volume espresso dall’ integrale echepér 

brevità diremo v, prendendo per elemento di esso la diffe- 
renza infinitesima di due cilindri aventi per altezze ^ e 
e le cui basi sono due ellissi che hanno ( 355 ) per arce 

irxr, c X(xr+ì^dt). 

Poiché dunque tal differenza è ir * integrale 

d X.Y 

« preso tra i limiti i ed 00 , sarà equivalente all’ 

altro preso fra i limiti risultanti dall’equazione (4)- 

Con questa ingegnosa considerazione^ dovuta al sig. Gatalan, 
un integrale adoppio è trasformato in un equivedente integrale 
semplice. 

Dopo ciò integrando per parti abbiamo 

yTT fYV ^ (i-*~ * ) ^ O * Vt 

i J ^ l/(c*— »») (f-iS*) 

poscia sul riflesso che non debb’esscrc minore di i, c con 


'ciò di a, supponendo 


senv 


Sàrà 


*•) (c*— ■ 


/ (sen*<p— 

sen*<pl/i»» — j3*gen*<j) 

(/lf , 


tcn'f 
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c di nuovo integrando per parti 






Con queste sostituzioni, il valore di ^ espresso tutto in 9 tro- 
vasi essere 


seiiy.(a»-H(3«cog«y— ») /, a, P dfcot 9 

cos<p.|/»» — jS*seii*9 ^ ^ t/ ’ 

o che torna lo stesso 


sen^. (»»4 -j3*co?* 9 — l ) 
COS9.J/'»»— fJ*8en»9 




Frattanto per essere i e 00 i limiti di ^ , quelli di sen 9 in 
virtù dell’ equazione t— debbono essere a, e zero; e po- 
nendo «=sen /it, quelli di 9 debbono essere (*, e zero. Ora nella 
formola precedente , la parte libera dal segno J ' assume da 
sen 9 = », a sen 9 = o, il valore 

V(. e ponendo , il resto 

di quella formola, adoperando la notazione delle funzioni ellit- 
tiche, c invertendo roruinc dei limiti (336) mercè il cambiamen- 
to (lei segni dei due integrali , prende un valore che si può espri- 
mere in 4 e m con senfx.^(A,i»)-^-cos/:>t.cotpi,/^(«,/»). 

Dunque unendo i recati due valori , c moltiplicando il tutto 
per Trai ; la metà della superficie deirellissoide verrà finalmente 
espressa da 

'!re*-l-ira^(sco,tx.£'(i,/:/)-l-cos/ii.cot/ai./’(A,i») ). 


F///e (iella Prima Parie. 


C06348 
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